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АНОТАЦІЯ 
Воронцов Б.С. Комп'ютерно-інтегрована система забезпечення 
формоутворення зубчастих коліс. – Кваліфікаційна наукова праця на правах 
рукопису.  
Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора технічних наук за 
спеціальністю 05.03.01 – процеси механічної обробки, верстати та 
інструменти. – Національний технічний університет України «Київський 
політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського», МОН України, Київ, 2018. 
В дисертаційній роботі визначена, науково обґрунтована і вирішена 
актуальна науково-технічна проблема – забезпечення якості, в першу чергу, 
кінематичної точності та плавності роботи зубчастих коліс, а також, 
скорочення термінів технологічного підготовлення їх виробництва шляхом 
створення комп'ютерно-інтегрованої системи, в основу якої покладено 
уніфіковані керуючі параметри, що забезпечують формоутворення зубчастих 
коліс, які мають різну форму профілю зуба, з можливістю автоматизованого 
проектування, інтерактивного керування та візуалізації результатів. 
Розроблено математичну модель системи формоутворення зубчастих коліс, 
яка базується на узагальненому представлені функції формоутворення, що 
дозволило, в сукупності з математичною моделлю оброблювальної поверхні 
зубчастих коліс, уніфікувати математичний опис та інтерактивно отримувати 
вихідну інструментальну поверхню. 
Отримало подальший розвиток використання кінематичних схем 
формоутворення 3-го класу стосовно часткових випадків, зокрема кочення з 
ковзанням гіперболоїда по циліндру і кочення з ковзанням гіперболоїда по 
твірній прямий, для яких одержано математичні залежності функції 
формоутворення, що стало основою удосконалення інструментів типу 
«однопорожнинний гіперболоїд». 
На основі запропонованих теоретичних та методологічних положень 
розроблено комп’ютерно-інтегровану систему забезпечення формоутворення 
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зубчастих коліс. Результати роботи впроваджено у виробництво, зокрема з 
використанням розробленої комп’ютерно-інтегрованої системи 
спрофільовані та виготовлені гіперболоїдні інструменти для виготовлення 
зубчастих коліс з уніфікованим профілем зубців. 
У першому розділі здійснено аналіз сучасного стану проблеми 
забезпечення якості, в першу чергу, кінематичної точності і плавності роботи 
зубчастих передач, профіль зубів яких окреслено довільної, не тільки 
евольвентної кривої, а також скорочення термінів технологічної підготовки 
їх виробництва. 
Базовим поняттям у вирішенні задач формоутворення є ідеальний 
процес – модель реального процесу. При розробленні ідеального процесу 
формоутворення враховуються основні фактори, які впливають на форму 
оброблюваної поверхні виробу. Вважається, що деталь, інструмент та 
обладнання не деформуються і не зношуються, теоретично точно виготовлені 
і працюють елементи технологічної системи, точно здійснюється 
налагоджування обладнання, не враховується вплив на процес 
формоутворення теплових явищ. 
Особливу увагу приділено аналізу причин виникнення похибок 
теоретичного формоутворення і питань отримання геометрично точних 
функціональних поверхонь зубчастих коліс і зуборізних інструментів, що 
практично важливо для створення електронних еталонів комп'ютерних 
моделей цих виробів – основи сучасних комп'ютерних систем проектування, 
аналізу, виробництва і контролю. 
Показано, що не вирішивши питання забезпечення точності в 
теоретичному плані на етапі проектування виробу і процесу його 
формоутворення, неможливо отримати позитивні результати в процесі 
обробки. 
Сформульовано і обґрунтовано три групи вимог до комп’ютерно-
інтегрованої системи забезпечення формоутворення зубчастих коліс: до 
математичного забезпечення (інваріантність, єдність параметрів, мінімальна 
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достатність керуючих параметрів); до структури (модульність, забезпечення 
інтерфейсу з CAD/CAM/CAE); до результатів (інтерактивна керованість, 
візуалізація результатів). Проведений аналіз показав, що жодна з 
комерційних систем автоматизованого проектування не відповідає повною 
мірою вимогам до комп’ютерно-інтегрованих систем забезпечення 
формоутворення зубчастих коліс. 
Зазначено, що в даний час застосовується велика різноманітність 
математичного опису вихідних контурів твірних поверхонь для 
формоутворення зубчастих коліс. Незважаючи на те, що евольвентні зубчасті 
колеса займають значне місце в сучасних механізмах, для багатьох технічних 
завдань доцільніше використовувати зубчасті колеса з профілем зубців, 
відмінним від евольвентних. Це зубчасті колеса с зачепленням Новікова, 
синусоїдальні, циклоїдальні та інші зубчасті колеса. Кожен з цих типів 
зубчастих коліс потрібує відокремлене математичне, методичне та програмне 
забезпечення для задач їх формоутворення та проектування вихідних 
інструментальних поверхонь. Тому, для створення комп’ютерно-інтегрованої 
системи формоутворення потрібне математичне забезпечення з 
уніфікованими параметрами для любого типу зубчастих коліс. 
Проаналізовані складові, які характеризують точність зубчастих коліс. 
Це кінематична точність, плавність роботи та площина контакту зубців. На ці 
складові впливають різні фактори, пов’язані з усіма елементами системи 
формоутворення. 
Зазначено, що сучасний стан аналізу геометричних та кінематичних 
показників взаємодіючих поверхонь дозволяє представити геометричні та 
кінематичні показники, як функції від керуючих параметрів 
формоутворюваних поверхонь. Це дає можливість включати ці показники в 
систему формоутворення і в інтерактивному режимі оцінити ефективність 
процесу формоутворення. 
У другому розділі розроблені методи формування математичної 
моделі інтерактивного керування кривими і поверхнями, які враховували б 
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можливість наскрізної параметризації елементів систем формоутворення, 
геометричних і кінематичних показників і сприяли б інтеграції з 
автоматизованими системами проектування, виготовлення, аналізу і 
контролю. 
Інтерактивне керування формоутворенням функціональної поверхні в 
залежності від поставлених задач можна здійснювати двома способами: 
шляхом перетворення простору, в який поміщається вихідна крива, що 
описує профіль, або функціональна поверхня і шляхом зміни внутрішніх 
параметрів, що визначають геометрію функціональної поверхні зубчастих 
коліс. 
Математичний опис профілів зубчастих коліс, приведений до 
універсального виду на базі уніфікованих керуючих параметрів забезпечує 
апроксимацію точкового подання цих профілів сплайнами і створює основу 
для використання єдиних методичного, алгоритмічного і програмного 
забезпечень при автоматизації процесу формоутворення, що в сукупності 
забезпечує як підвищення точності опису та виготовлення функціональних 
поверхонь зубчастих коліс і зубообробного інструменту, так і скорочує 
термін конструкторсько-технологічного підготовлення виробництва. 
У третьому розділі розроблені нові підходи до узагальненого опису 
функції формоутворення, уніфіковано її математичне подання та 
проаналізовані можливості її застосування. 
Особливий інтерес представляє класична класифікація кінематичних 
схем формоутворення, запропонована професором П.Р. Родіним. На її основі 
можлива розробка узагальненого математичного опису функції 
формоутворення з використанням керуючих параметрів, що дозволяють 
переходити в інтерактивному режимі від одного типу і класу кінематичних 
схем до іншого. 
Розвиток теорії формоутворення дозволяє розширити можливості 
взаємодії спряжених поверхонь і розглядати нові типи схем формоутворення, 
на основі яких можна створювати інструменти з покращеними 
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властивостями. 
Запропонований новий підхід до узагальненого опису функції 
формоутворення зубчастих коліс, заснований на її матричному представленні 
і уніфікованих керуючих параметрах кривої, яка описує профіль зуба, 
дозволив уніфікувати математичний опис і реалізувати інтерактивне 
керування структурою системи формоутворення і автоматизувати 
проектування вихідної інструментальної поверхні. 
У четвертому розділі розроблено математичне забезпечення для опису 
геометричних та кінематичних показників контактування спряжених 
поверхонь, як функції від уніфікованих керуючих параметрів системи 
формоутворення, що дозволяє реалізувати інтерактивний аналіз процесу 
формоутворення зубчастих коліс. 
Розроблена математичну модель для комплексного аналізу 
геометричних та кінематичних показників взаємодії спряжених поверхонь, 
дозволила ще на стадії проектування аналізувати як умови взаємодії 
оброблюваних та інструментальних поверхонь, що забезпечують їх 
виготовлення, так і умови контактування спряжених зубців зубчастих коліс. 
У п’ятому розділі запропоновано концепцію інтеграції розробленої 
комп'ютерно-інтегрованої системи забезпечення формоутворення зубчатих 
коліс з CAD/CAM/CAE–системами. 
Інтерактивне керування автоматизованою системою формоутворення 
має здійснюватися за допомогою уніфікованих керуючих параметрів, які 
змінюють форму вихідної поверхні та кінематичну схему формоутворення. 
При цьому одночасно змінюються всі елементи системи, включаючи 
геометричні та кінематичні показники процесу формоутворення. 
Інтерактивний аналіз цих показників в процесі синтезу служить зворотним 
зв'язком і допомагає додатково використовувати досвід і знання 
проектувальника для швидкої оцінки застосовності результату. 
Використання єдиних уніфікованих параметрів дозволяє інтегрувати 
систему формоутворення, що включає попередню оцінку геометрії і 
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кінематики процесу, в автоматизовані системи проектування, виробництва, 
аналізу і контролю. 
У шостому розділі наведені результати впровадження роботи. За 
допомогою розробленого в роботі математичного, методичного, 
алгоритмічного і програмного забезпечення були спроектовані і виготовлені 
шевронні, гвинтові та гіперболоїдні зубчасті колеса, а також, спрофільовані 
та виготовлені гіперболоїдні інструменти для механічного оброблення 
циліндричних зубчастих коліс. 
У дисертаційній роботі в результаті комплексних досліджень процесу 
формоутворення зубчастих коліс в частині інтерактивного керування 
формою поверхні, параметризації функції формоутворення для різних 
кінематичних схем, аналізу геометричних та кінематичних показників як 
процесу формоутворення, так і процесів взаємодії зубців зубчастих коліс, 
реалізована комп’ютерно-інтегрована система забезпечення формоутворення 
зубчастих коліс, в основу якої покладено уніфіковані керуючі параметри 
системи формотворення, її елементів, якісних показників, що забезпечує 
можливість розробки автоматизованих систем забезпечення формоутворення 
зубчастих коліс та їх інтеграцію в системи автоматизованого проектування, 
виробництва, аналізу та контролю. 
Використання комп’ютерно-інтегрованої системи призвело до 
скорочення строків розробки та удосконаленню зубооброблювального 
інструменту типу «однопорожнинний гіперболоїд» для оброблення 
зубчастих коліс. 
Ключові слова: механічна обробка, зубчасті колеса, формоутворення, 
зубооброблювальний інструмент, комп'ютерна інтеграція, автоматизований 
процес проектування, інтерактивне керування. 
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імені Володимира Даля. – Луганськ: СНУ ім. В.Даля, 2005. – №7 (89) – С. 34 
– 36. (розроблено механізм оперативного управління геометрією передач в 
інтерактивному режимі). 
5. Дорошенко Ю.О. Політканинні перетворення у конструюванні 
профілю вихідного контуру зуборізного інструменту / Ю.О. Дорошенко, І.А. 
Бочарова, Б.С. Воронцов // Геометричне та комп’ютерне моделювання. – 
Харків: ХДУХТ, 2005. – Вип.11. - С. 68 – 74. (отримано аналітичні 
залежності для управління геометрією профілю зуборізого інструменту з 
використанням апарату політканевих перетворень). 
6. Воронцов Б.С. Моделирование гиперболоидных инструментов с 
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использованием CAD – систем / Б.С. Воронцов, В.А. Витренко, И.А. 
Бочарова, И.А. Кириченко // Надійність інструменту та оптимізація 
технологічних систем: зб. наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 2005. – Вип. 
17. – С. 318 – 323. (запропоновано алгоритм твердотільного моделювання 
гіперболоїдних інструментів для виготовлення різних типорозмірів 
циліндричних зубчастих коліс). 
7. Бочарова І.А. Модифікація твірної поверхні з використанням 
кривої Безьє третього порядку / І.А. Бочарова, Б.С. Воронцов // Прикладна 
геометрія та інженерна графіка: праці Таврійської державної агротехнічної 
академії. – Мелітополь: ТДАТА, 2005. – Вип. 4, т.30.– С. 116 – 120. 
(запропоновано методику здійснення геометричної модифікації твірної 
поверхні з використанням кривих Безьє третього порядку).  
8. Воронцов Б.С. Допоміжні ділянки вихідного контуру зубчастих 
коліс / Б.С. Воронцов, І.А. Бочарова // Геометричне та комп’ютерне 
моделювання. – Харків: ХДУХТ, 2005. – Вип.13. – С. 179 – 185. (отримані 
математичні залежності, які дозволяють забезпечити автоматичну побудову 
допоміжних ділянок вихідного контуру зубчастих коліс). 
9. Бочарова И.А. Зуботочение цилиндрических зубчатых колес с 
эвольвентным профилем / И.А. Бочарова, В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, 
И.А. Кириченко, В.Н. Пилипенко // Прогресивні технології і системи 
машинобудування: міжн. зб. наук. праць. – Донецьк: ДонНТУ, 2005. – Вип. 
30. – С.32 – 36. (отримано комп'ютерні моделі інструментів, задні поверхні 
яких не мають затилування).  
10. Воронцов Б.С. Интерактивное управление синтезом зубчатых 
передач / Б.С. Воронцов // Вестник национального технического 
университета «ХПИ»: сб. науч. трудов. Тематический выпуск «Проблемы 
механического привода». – Харьков: НТУ «ХПИ», 2005. – №40. – С. 182 – 
187.  
11. Воронцов Б.С. Компьютерное управление геометрией зубьев 
зубчатых колес и зуборезных инструментов / Б.С. Воронцов, И.А. Бочарова // 
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Збірник наукових праць Київського національного університету технологій 
та дизайну: міжвід. наук.– техн. збірник. – К.: ДОП КНУТД, 2005. – С.184 – 
189. (отримано аналітичні залежності, що описують твірну поверхню і 
визначають відповідні їй геометро-кінематичні показники).  
12. Воронцов Б.С. Производящая поверхность реечного типа с 
изменяемой продольной формой зуба / Б.С. Воронцов, Т.Н. Чаплинская // 
Системні технології: Регіональний міжвуз. зб. наук. праць. – 
Дніпропетровськ, 2006. – Вип. 2 (43). – С.53 – 56. (розроблено комп'ютерну 
програму, що дозволяє управляти поздовжньої лінією зубців при синтезі 
циліндричних передач з арковими і двоопукло-увігнутими зубцями). 
13. Воронцов Б.С. Гиперболоидные инструменты для изготовления 
цилиндрических колес с произвольным профилем зуба / Б.С.Воронцов // 
Надійність інструменту та оптимізація технологічних систем: зб. наук. праць. 
– Краматорськ: ДДМА, 2006. – Вип. 19. – С.76 – 81. 
14. Воронцов Б.С. Взаємообвідні поверхні циліндричних передач з 
круговою лінією зубців / Б.С. Воронцов, Т.М. Чаплинська // Прикладна 
геометрія та інженерна графіка: праці Таврійської державної агротехнічної 
академії. – Мелітополь: ТДАТА, 2006. – Вип. 4, т. 33. – С. 130 –  135. 
(розроблено математичний апарат і комп’ютерну програму для зміни 
поздовжньої форми зубців за допомогою керуючих елементів). 
15. Воронцов Б.С. Гиперболоидные передачи с управляемым 
исходным контуром производящего колеса / Б.С. Воронцов // Вісник 
Національного Технічного університету «ХПІ»: зб. наук. праць. Тематичний 
випуск «Проблеми механічного приводу». – Харків: НТУ «ХПІ», 2006 – №22. 
– С. 56 – 60.  
16. Воронцов Б.С. Визуальный динамический синтез сопряженных 
поверхностей / Б.С. Воронцов // Геометричне та комп’ютерне моделювання. 
– Харків: ХДУХТ, 2006. – Вип.15.– С. 107– 113. 
17. Витренко В.А. Технологические особенности изготовления 
гиперболоидного инструмента для финишной обработки зубчатых колес / 
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В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, И.А. Кириченко, А.В. Лейба, В.Н. Пилипенко 
// Прогресивні технології і системи машинобудування: міжн. зб. наук. праць. 
– Донецьк: ДонНТУ, 2006. – Вип. 32. – С.64 – 68. (отримано профіль 
гіперболоїдного багатозахідного шліфувального круга, що описується за 
допомогою циліндричного зубчастого колеса в просторовому верстатному 
зачепленні). 
18. Воронцов Б.С. Профилирование зубьев производящего колеса на 
основе геометрических преобразований / Б.С.Воронцов // Вісник 
Східноукраїнського національного університету ім. В.Даля.– Луганськ: СНУ 
ім. В.Даля, 2006. – №3 (97). – С. 31 – 36.  
19. Воронцов Б.С. Компьютерное формообразование твердотельных 
моделей гиперболоидных инструментов / Б.С. Воронцов // Надійність 
інструменту та оптимізація технологічних систем: зб. наук. праць. – 
Краматорськ: ДДМА, 2007. – Вип. 21. – С.298 – 302. 
20. Воронцов Б.С. Особенности твердотельного компьютерного 
моделирования гиперболоидных передач / Б.С. Воронцов // Вісник 
Національного Технічного університету «ХПІ»: зб. наук. праць. Тематичний 
випуск «Проблеми механічного приводу». – Харків: НТУ «ХПІ», 2007. – 
№21. – С. 249 – 254. 
21. Витренко В.А. Технологические особенности проектирования и 
изготовления гиперболоидных колес / В.А. Витренко, Б.С. Воронцов // 
Прогресивні технології і системи машинобудування: міжнар. зб. наук. праць. 
– Донецьк: ДонНТУ, 2007. – Вип. 34. – С.47 – 53. (отримано конструктивні 
параметри гіперболоїдних коліс і спроектованих на їх базі інструментів). 
22. Воронцов Б.С. Автоматизированная система синтеза передач 
зацеплением / Б.С. Воронцов, Д.А. Чаплинский, А.В. Витренко // Надійність 
інструменту та оптимізація технологічних систем: зб. наук. праць. – 
Краматорськ: ДДМА, 2008. – Вип. 23. – С.133 – 138. (розроблено програмне 
забезпечення, яке дозволяє здійснювати апроксимацію таблично 
представлених кривих, що описують вихідні контури). 
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23. Воронцов Б.С. Унификация геометрии рабочих поверхностей 
зубьев при синтезе передач зацеплением / Б.С.Воронцов, И.А.Бочарова, 
Д.А.Чаплинский // Вісник Національного Технічного університету «ХПІ»: зб. 
наук. праць. Тематичний випуск «Проблеми механічного приводу». – Харків: 
НТУ «ХПІ», 2008. – №29. – С. 24 – 28. (виконано аналіз комп'ютерно-
графічного і аналітичного способів апроксимації таблично представлених 
профілів кривими Безьє третього порядку). 
24. Воронцов Б.С. Единая информационная модель конструкторских 
и технологических систем автоматизированного проектирования / Б.С. 
Воронцов, Л.И. Жукова, Д.А. Чаплинский // Ресурсозберігаючі технології 
виробництва та обробки тиском матеріалів у машинобудуванні: зб. наук. 
праць. – Луганськ: СНУ ім. В.Даля, 2008. – С.139 – 142. (проаналізовано 
можливості сучасних систем автоматизованого проектування при 
моделюванні складних поверхонь деталей). 
25. Воронцов Б.С. Повышение эффективности единичного 
производства сложнопрофильных зубчатых колес / Б.С. Воронцов, И.А. 
Бочарова, В.А. Витренко, С.Б. Воронцов // Надійність інструменту та 
оптимізація технологічних систем: зб. наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 
2009. – Вип. 24. – С. 227 – 231. (запропоновано спосіб отримання, аналізу та 
вдосконалення твердотільних комп'ютерних моделей деталей зі складною 
геометрією). 
26. Воронцов Б.С. Синтез и изготовление сложнопрофильных 
зубчатых колес / Б.С. Воронцов, И.А. Бочарова, Д.А. Чаплинский // Вісник 
Національного Технічного університету «ХПІ»: зб. наук. праць. Тематичний 
випуск «Проблеми механічного приводу». – Харків: НТУ «ХПІ», 2009. – 
№20. – С. 54 – 59. (розроблено програмне забезпечення для синтезу 
складнопрофільних зубчастих коліс з поліпшеними експлуатаційними 
властивостями). 
27. Бочарова И.А. Накатка зубьев цилиндрических колес методом 
ПДУ / И.А. Бочарова, О.С. Витренко, Б.С. Воронцов, И.А. Кириченко // 
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Вестник двигателестроения: научно– технич. журнал. – Запорожье: ОАО 
«Мотор Сич», 2009. – №2. – С. 102 – 105. (отримано оптимальні параметри 
накатного інструменту і визначена його конструкція). 
28. Бочарова И.А. Особенности формообразования зубчатых колес 
для гиперболоидных передач / И.А. Бочарова, А.В. Витренко, Б.С. 
Воронцов// Надійність інструменту та оптимізація технологічних систем : зб. 
наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 2010. – Вип. 26. – С. 50 – 53. (розроблено 
алгоритм поверхневого і твердотільного комп'ютерного моделювання 
передач з осями, що схрещуються). 
29. Воронцов Б.С. Математическое обеспечение интерактивного 
синтеза передач зацеплением / Б.С. Воронцов // Вісник Національного 
Технічного університету «ХПІ»: зб. наук. праць. Тематичний випуск 
«Проблеми механічного приводу». – Харків: НТУ «ХПІ», 2010. – №27. – С. 
49 – 54. 
30. Воронцов Б. С. Анализ условий контактирования 
гиперболоидного инструмента и изготавливаемого колеса в системе 
PowerSHEPE / Б.С. Воронцов // Надійність інструменту та оптимізація 
технологічних систем: зб. наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 2011. – Вип. 
28. – С. 291 – 298.  
31. Витренко В.А. Поверхностное моделирование гиперболоидных 
инструментов в сиситеме PowerSHAPE / В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, С.Г. 
Кириченко // Вісник Національного Технічного університету "ХПІ": зб. наук. 
праць. Тематичний випуск «Проблеми механічного приводу». – Харків: НТУ 
«ХПІ», 2011. – №29. – С. 30 – 35. (розроблено алгоритм і методику 
поверхневого моделювання зубців гіперболоїдна інструменту). 
32. Витренко В.А. Формообразование зубьев многозаходных 
зубообрабатывающих инструментов / В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, М.Н. 
Кузнецова, В.В. Черноволов // Вісник Національного університету 
«Львівська політехніка». Оптимізація виробничих процесів і технічний 
контроль у машинобудуванні та приладобудуванні. – Львів: Львівська 
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політехніка, 2011. – Вип. 713. – С.3 – 6. (розроблено принципово нову схему 
формоутворення гіперболоїдних зуборізних фрез і долбяків). 
33. Витренко О.С. Исследование процесса формообразования 
гиперболоидных зубчатых колес при помощи инструментального зубчатого 
колеса / О.С. Витренко, И.А. Кириченко, Б.С. Воронцов // Надійність 
інструменту та оптимізація технологічних систем: зб. наук. праць. – 
Краматорськ: ДДМА, 2012. – Вип. 30. – С. 188 – 194. (розроблено ряд нових 
схем формоутворення гіперболоїдних зубчастих коліс з різним кутом нахилу 
зубців і збільшеним коефіцієнтом перекриття). 
34. Воронцов Б.С. Использование унифицированных параметров при 
автоматизации проектирования зубчатых передач / Б.С. Воронцов // Вісник 
Національного університету «Львівська політехніка». Оптимізація 
виробничих процесів і технічний контроль у машинобудуванні та 
приладобудуванні. – Львів: Львівська політехніка, 2012. – Вип. 746. – С.180 – 
185. 
35. Витренко О.С. Накатка зубьев зубчатых колес при помощи 
гиперболоидных накатников / О.С. Витренко, В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, 
И.А. Кириченко // Надійність інструменту та оптимізація технологічних 
систем: зб. наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 2013. – Вип. 32. – С. 203 – 
208. (проведено дослідження профілю зубців, які отримані за допомогою 
гіперболоїдних накатників). 
36. Вітренко В.О. Профілювання зубооброблювального обкатного 
інструменту / В.О. Вітренко, Б.С. Воронцов, І.А.Бочарова // Вісник 
Національного університету «Львівська політехніка». Оптимізація 
виробничих процесів і технічний контроль у машинобудуванні та 
приладобудуванні. – Львів: Львівська політехніка, 2014. – Вип. 772. – С.56 – 
59. (отримані у теоретичному вигляді та обґрунтовані гіперболоїдні обкатні 
інструменти, які одержані за допомогою інструментальної поверхні, що 
повністю співпадає з поверхнею формоутворюючого зубчастого колеса). 
37. Воронцов Б. С. Компьютерная интеграция систем и процессов 
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формообразования при механической обработке / Б.С. Воронцов, В.А. 
Пасечник // Надійність інструменту та оптимізація технологічних систем: зб. 
наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 2017. – Вип. 40. – С. 17 – 23. (розроблено 
принципово нові принципи комп’ютерної інтеграції систем формоутворення 
зубчастих коліс) 
38. Vitrenko V.A. Rolling of teeth of cylindrical teeth– wheels / V.A. 
Vitrenko, B.S. Vorontsov, I.A Kirichenko // Les technologies modernes de 
l’industrie mecanique et les problemes de la formation des cadres d’ingenieurs. – 
Mahdia (Tunisie) UNTD, 2008. – P. 77 – 80. (отримано математичні залежності 
для моделювання та аналізу накатного інструменту) (іноземне видання). 
39. Воронцов Б.С. Современные проблемы оптимизации передач со 
скрещивающимися осями / Б.С. Воронцов, И.А. Бочарова, А.Б. Воронцов // 
Вестник СевНТУ: сб. науч. трудов. Серия: Машиноприборостроение и 
транспорт. – Севастополь: СевНТУ, 2010. – Вып.107. – С. 41 – 44. 
(розроблено математичне забезпечення та запропонована методика синтезу 
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ANNOTATION 
Vorontsov B.S. Computer-integrated system for providing the formation of 
gear wheels. - Qualifying scientific work on the rights of manuscripts. 
Thesis for the degree of Doctor of Technical Sciences in specialty 05.03.01 - 
machining processes, machines and tools. - National Technical University of 
Ukraine «Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute», Ministry of Education and 
Science of Ukraine, Kyiv, 2018. 
In the dissertation work the scientific and technical problem is scientifically 
substantiated and solved, namely, the quality assurance, first of all, of the 
kinematic accuracy and smoothness of gear wheels, as well as the reduction of the 
terms of technological preparation of their production by creating a computer-
integrated system, based on which is assigned the unified control parameters that 
ensure the formation of gear wheels having a different shape of the tooth profile, 
with the possibility of automated design, interactive control and ualizatsiyi results. 
The mathematical model of the system of forming the gears was developed, which 
is based on the generalized representation of the functions of forming, which 
allowed, in combination with the mathematical model of the machining surface of 
the gear wheels, to unify the mathematical description and to interactively obtain 
the output instrumental surface. 
The further development of the use of kinematic schemes of form formation 
of the 3rd class in relation to partial cases, in particular rolling with a slip of 
hyperboloid on a cylinder and rolling with a slip of hyperboloid in the creeper line, 
for which the mathematical dependences of the form formation function were 
obtained, became the basis for the improvement of the tools of the «one-cavity 
hyperboloid» type. 
On the basis of the proposed theoretical and methodological provisions, a 
computer-integrated system for ensuring the formation of gear wheels was 
developed. The results of the work were introduced into production, in particular, 
using the developed computer-integrated system, the profiled and manufactured 
23 
hyperboloid tools for the manufacture of gear wheels with a standardized teeth 
profile. 
In the first section, an analysis of the current state of the problem of quality 
assurance, in the first place, the kinematic accuracy and smoothness of gear gears, 
the profile of teeth which outlined an arbitrary, not only an involute curve, as well 
as reduction of the terms of technological preparation of their production. 
The basic concept in solving problems of forming is the ideal process - the 
model of the real process. In developing the ideal formation process, the main 
factors that affect the shape of the surface to be treated are taken into account. It is 
believed that the part, the tool and the equipment do not deform and do not wear 
out, the theoretically precisely fabricated and working elements of the 
technological system, precisely the adjustment of equipment is carried out, the 
influence on the formation process of thermal phenomena is not taken into account. 
Particular attention is paid to the analysis of the causes of the errors of 
theoretical shaping and the issues of obtaining geometrically accurate functional 
surfaces of gear wheels and gear tools, which is practically important for the 
creation of electronic standards of computer models of these products - the basis of 
modern computer systems design, analysis, production and control. 
It is shown that without solving the problem of accuracy in the theoretical 
plan at the design stage of the product and the process of its formation, it is 
impossible to obtain positive results in the process of processing. 
Three groups of requirements for a computer-integrated system for 
providing the formation of gear wheels are formulated and substantiated: to 
mathematical support (invariance, unity of parameters, minimum sufficiency of 
control parameters); to structure (modularity, providing interface with CAD / 
CAM / CAE); to the results (interactive management, visualization of the results). 
The analysis showed that none of the commercial automation design systems does 
not fully meet the requirements for computer-integrated systems for ensuring the 
formation of gear wheels. 
It is noted that a large variety of mathematical description of outgoing 
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contours of creature surfaces for the formation of gear wheels is currently being 
used. In spite of the fact that engraving gears occupy a significant place in modern 
mechanisms, for many technical tasks it is more appropriate to use gears with a 
profile of teeth different from the emulsion. These are gear wheels with Hook 
Novikov, sinusoidal, cycloid and other gears. Each of these types of gear wheels 
requires a separate mathematical, methodical and software for the tasks of their 
shaping and design of the output instrumental surfaces. Therefore, in order to 
create a computer-integrated form-forming system, mathematical support is 
required with unified parameters for any type of toothed wheels. 
The components that characterize the accuracy of gear wheels are analyzed. 
This is the kinematic accuracy, smoothness and contact area of the teeth. These 
components are influenced by various factors associated with all elements of the 
formation system. 
It is noted that the present state of analysis of geometric and kinematic 
parameters of interacting surfaces allows to represent geometric and kinematic 
parameters as functions of control parameters of shaped surfaces. This makes it 
possible to include these indicators in the form-forming system and in an 
interactive mode to evaluate the effectiveness of the formation process. 
In the second section, methods of forming a mathematical model of 
interactive curve and surface management are developed, which would take into 
account the possibility of cross-sectional parameterization of the elements of the 
formation systems, geometric and kinematic indicators, and would facilitate 
integration with automated systems of design, fabrication, analysis and control. 
Interactive control of the formation of functional surface depending on the 
tasks can be done in two ways: by transforming the space in which the initial curve 
describing the profile, or the functional surface, and by changing the internal 
parameters that determine the geometry of the functional surface of the gear 
wheels. 
The mathematical description of the gears' profiles, brought to the universal 
type on the basis of unified control parameters, provides an approximation of the 
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point representation of these profiles by splines and provides the basis for the use 
of unified methodological, algorithmic and software tools for automation of the 
process of forming, which in aggregate provides both an increase in the accuracy 
of the description and production of functional surfaces of toothed wheels and a 
gear tool, and shortens the term of design and technological preparation you 
development. 
In the third section new approaches to the general description of the 
function of formulation are developed, its mathematical representation is unified 
and the possibilities of its application are analyzed. 
Of particular interest is the classical classification of kinematic schemes of 
formulation, proposed by Professor P.R. Rodin on its basis, it is possible to 
develop a generalized mathematical description of the function of forming with the 
use of control parameters, allowing to go online mode from one type and a class of 
kinematic schemes to another. 
The development of the theory of shaping allows us to expand the 
possibilities of the interaction of conjugate surfaces and consider new types of 
formation schemes, on the basis of which you can create tools with improved 
properties. 
A new approach to the generalized description of the function of forming the 
gears, based on its matrix representation and unified control parameters of the 
curve that describes the profile of the tooth, proposes a unified mathematical 
description and implements the interactive control of the structure of the forming 
system and automates the design of the original instrumental surface. 
In the fourth section, mathematical software for describing the geometric 
and kinematic parameters of contacting the conjugated surfaces as a function of the 
unified control parameters of the formation system is developed, which allows to 
realize an interactive analysis of the process of forming the gears. 
The mathematical model for complex analysis of the geometric and 
kinematic parameters of the interaction of the conjugated surfaces has been made 
possible at the design stage to be analyzed as the conditions for the interaction of 
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the machined and instrumental surfaces that ensure their production, as well as the 
conditions of contact of the conjugate teeth of the toothed wheels. 
The fifth section proposes the concept of integration of the developed 
computer-integrated system of providing forformation of gear wheels with CAD / 
CAM / CAE-systems. 
The interactive control of the automated shaping system should be done 
using unified control parameters that change the shape of the original surface and 
the kinematic shaping scheme. At the same time, all elements of the system, 
including the geometric and kinematic parameters of the forming process, are 
changing at the same time. An interactive analysis of these indicators in the 
synthesis process serves as feedback and helps to further utilize the experience and 
knowledge of the designer to quickly evaluate the applicability of the result. 
The use of unified parameters allows for the integration of a system of 
shaping, which includes a preliminary assessment of the geometry and kinematics 
of the process, in automated systems of design, production, analysis and control. 
The sixth section presents the results of the implementation of the work. 
With the help of mathematical, methodical, algorithmic and software developed in 
the work, chevron, screw and hyperboloid gears were designed and manufactured, 
as well as profiled and manufactured hyperboloid tools for machining cylindrical 
gear wheels. 
In the dissertation, as a result of complex researches of the process of 
formation of gear wheels in the part of interactive control of the shape of the 
surface, parametrization of the function of shaping for various kinematic schemes, 
analysis of geometric and kinematic indicators as a process of forming, and 
processes of interaction of the teeth of gear wheels, a computer-integrated system 
providing forforming gear wheels, which is based on unified control parameters of 
the system of forming, its elements, qualitative aznykiv, which enables the 
development of automated systems to ensure formation of gears and their 
integration into computer-aided design, manufacturing, analysis and control. 
The use of the computer-integrated system has led to a shortening of the 
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development and improvement of the «single-cavity hyperboloid» gyroscope tool 
for the treatment of gear wheels. 
 
Key words: machining, gear wheels, shaping, gear machining tools, 
computer integration, automated design process, interactive control. 
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Актуальність теми. Експлуатаційні можливості багатьох видів 
технічної продукції значною мірою залежать від точності деталей і вузлів, в 
тому числі зубчастих передач. Ступінь точності передач визначається 
нормами кінематичної точності, плавності роботи та контакту зубців, які в 
свою чергу залежать від точності профілю, що визначає функціональні 
поверхні зубчастих коліс. Сучасний стан теорії формоутворення зубчастих 
коліс, а особливо тих, у яких профіль зуба відрізняється від евольвентного, 
вже на рівні ідеального процесу формоутворення вносить істотну похибку в 
формоутворення профілю. Це викликано тим, що при створенні інструменту з 
економічних і технологічних міркувань теоретично точна інструментальна 
поверхня замінюється наближеною. 
Застосування комп’ютерно-інтегрованих технологій дозволяє забезпе-
чити високу точність формоутворення функціональних поверхонь зубців 
зубчастих коліс, прискорити процеси їх проектування, виготовлення і контро-
лю. Для цього слід розробити таку систему забезпечення формоутворення 
зубчастих коліс, яка мала б єдине математичне забезпечення, яке дозволятиме 
змінювати профіль зубців і форму спряжених з ними поверхонь в 
інтерактивному режимі, варіювати параметрами функції формоутворення для 
вибору інструментальної поверхні, що забезпечує точність профілю зубців 
зубчастих коліс, дозволятиме аналізувати умови контактування спряжених 
поверхонь, матиме єдиний інтерфейс з системами CAD/CAM/CAE, що, в свою 
чергу, дозволить повною мірою використовувати можливості сучасного 
обладнання з ЧПК та координатно-вимірювальних машин для виготовлення і 
контролю зубчастих коліс на основі отриманих електронних еталонів коліс та 
інструментів. 
Тому скорочення термінів проектування та підвищення точності 
зубчастих коліс шляхом створення комп'ютерно-інтегрованої системи, яка 
забезпечує автоматизоване проектування вихідної інструментальної поверхні 
для формоутворення зубчастих коліс, незалежно від форми профілю зубців та 
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виключення на рівні ідеального процесу формоутворення одного з головних 
чинників, що впливає на похибку профілю, є актуальною науково-практичною 
проблемою. 
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робота 
була виконана відповідно з Державними науково–технічними програмами по 
розділу 04. “Екологічно чиста енергетика та ресурсозберігаючі технології“, а 
також згідно з науковими планами Міністерства освіти і науки України в 
Східноукраїнському національному університеті ім. В. Даля по 
держбюджетним темам «Теоретичні дослідження процесів плазмової, 
віброабразивної і гидроабразивної обробки, комп'ютерний синтез 
оптимальних технологічних середовищ» (номер держреєстрації 
0104U000100), «Створення гіперболоїдних зубчастих передач другого роду з 
лінійним контактом зубців» (номер держреєстрації 0105U000893), 
«Створення високонавантажених зубчастих передач локомотивів з лінійним 
контактом зубців» (номер держреєстрації 0111U000034), «Розробка 
інноваційного інструментарію створення високоефективного вантажного 
вагона, як основа формування конкурентних переваг транспортних коридорів 
України» (номер держреєстрації 0116U004160), «Створення 
багатофункціональних наукомістких методів енергетичного управління 
інженерією поверхонь контакту «колесо-рейка» для забезпечення еколого-
ефективної передачі потужності» (номер держреєстрації 0117U000561) та в 
КПІ ім. Ігоря Сікорського по держбюджетній темі «Інноваційні технології та 
верстатно-інструментальне оснащення високопродуктивної обробки різанням 
сучасних конструкційних матеріалів» (номер держреєстрації 0117U000492). 
Мета і задачі дослідження. Метою роботи є забезпечення якості, в 
першу чергу, кінематичної точності та плавності роботи зубчастих коліс, а 
також, скорочення термінів технологічного підготовлення їх виробництва на 
базі нової комп’ютерно-інтегрованої системи забезпечення формоутворення 
зубчастих коліс. 
Для досягнення поставленої мети в роботі необхідно вирішити такі 
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задачі: 
1. Провести аналіз сучасного стану та перспектив розвитку теорії 
формоутворення зубчастих коліс в частині розвитку підходів до 
математичного опису функціональних поверхонь зубців та інструментальних 
поверхонь, що забезпечують їх формоутворення, та інтеграції з сучасними 
комп’ютерними технологіями проектування та виробництва. 
2. Розробити комп’ютерно-інтегровану систему забезпечення 
формоутворення зубчастих коліс на основі уніфікації керуючих параметрів її 
елементів. 
3. Розробити математичне забезпечення опису форми зубців 
зубчастих коліс, вихідних інструментальних поверхонь, геометричних і 
кінематичних показників процесу формоутворення на базі уніфікованих 
керуючих параметрів. 
4. Реалізувати можливість інтерактивного керування 
формотвірними кривими лініями, що утворюють функціональні поверхні 
зубчастих коліс, забезпечити параметризацію елементів системи 
формоутворення зубчастих коліс, геометричних і кінематичних показників на 
базі єдиних уніфікованих керуючих параметрів, інтеграцію з 
автоматизованими системами проектування, виготовлення, аналізу та 
контролю. 
5. Розробити нові підходи до узагальненого опису параметрів 
функції формоутворення, уніфікувати її математичне подання та 
проаналізувати можливості часткових випадків кінематичної схеми 
формоутворення 3–го класу для удосконалення інструменту. 
6. Розробити математичне забезпечення для опису геометричних та 
кінематичних показників взаємодії спряжених поверхонь, як функцію від 
уніфікованих керуючих параметрів системи формоутворення, що дозволяє 
візуалізувати результати аналізу процесу формоутворення зубчастих коліс. 
7. Розробити нові методичне, алгоритмічне і програмне 
забезпечення, які в поєднані реалізують комп’ютерно-інтегровану систему 
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забезпечення формоутворення зубчастих коліс, впровадити їх у виробництво 
та у навчальний процес. 
Об'єкт дослідження – автоматизований процес проектування систем 
формоутворення функціональних поверхонь зубчастих коліс. 
Предмет дослідження – функціонально-параметричні зв’язки 
елементів формоутворюючих систем та автоматизація етапів їх 
проектування. 
Методи дослідження. Теоретичні дослідження здійснювалися на 
основі наукових положень теорії формоутворення, методів диференціальної 
геометрії та теорії поверхонь, теорії сплайнів, методів деформаційного 
конструювання геометричних об'єктів. 
Для перевірки адекватності математичного забезпечення використані 
методи поверхневого і твердотільного комп’ютерного моделювання за 
допомогою сучасного програмного забезпечення провідних компаній-
розробників з подальшим виготовленням і контролем деталей зі складними 
робочими поверхнями за еталонними комп’ютерними моделями. 
Наукова новизна отриманих результатів. У дисертаційній роботі 
вперше на основі системного аналізу ідеальних процесів формоутворення 
запропоновано новий підхід до вирішення завдання забезпечення якості, в 
першу чергу, кінематичної точності та плавності роботи зубчастих коліс, а 
також, скорочення термінів технологічного підготовлення їх виробництва, 
що базується на новій комп’ютерно-інтегрованій системі, в основу якої 
покладено уніфіковані керуючі параметри, що забезпечують формоутворення 
зубчастих коліс, які мають різну форму профілю зуба, з можливістю 
автоматизованого проектування, інтерактивного керування та візуалізації 
результатів досліджень. Для цього вперше: 
1. Розроблено математичну модель для опису оброблювальної 
поверхні зубчастих коліс, в основу якої покладено математичні залежності, 
що дозволяють інтерактивно керувати формою зубців зубчастих коліс 
шляхом перетворення простору разом з залежною від нього поверхнею 
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зубців та зміни внутрішніх параметрів, що визначають профіль зуба 
зубчатого колеса. Це створило умови для розробки комп’ютерно-
інтегрованої системи формоутворення зубчастих коліс, побудованої на 
єдиних уніфікованих керуючих параметрах. 
2. Розроблено математичну модель та визначено порядок 
використання її елементів для уніфікації опису вихідного контуру твірної 
поверхні, що забезпечується апроксимацією його точкового подання у виді 
сплайну, представленого кривими Безьє 3-го порядку, з уніфікованими 
керуючими параметрами, що дозволило створити систему формоутворення 
на єдиній параметричній базі не залежно від форми профілю зубчастих коліс. 
3. Розроблено математичну модель системи формоутворення 
зубчастих коліс, в основу якої покладено новий підхід до узагальненого 
опису функції формоутворення, заснований на матричному представленні, 
суть якого полягає в тому, що перехід від системи координат оброблюваної 
поверхні до системи координат інструментальної поверхні здійснюється за 
допомогою добутку єдиного набору елементарних матриць четвертого 
порядку, кожна з яких характеризує лише один елементарний поступальний 
або обертальний рух між сусідніми ланками та визначається одним 
параметром, який узгоджується з формотвірними чинниками цього руху, а 
перехід від одного класу кінематичної схеми формоутворення до іншого 
відбувається обнуленням параметра відповідної матриці, що дозволило в 
сукупності з математичною моделлю оброблювальної поверхні зубчастих 
коліс уніфікувати математичний опис та інтерактивно отримувати вихідну 
інструментальну поверхню. 
4. Отримали подальший розвиток теоретичні положення щодо 
використання кінематичних схем формоутворення 3-го класу стосовно 
часткових випадків, зокрема кочення з ковзанням гіперболоїда по циліндру і 
кочення з ковзанням гіперболоїда по твірній прямий, для яких одержано 
математичні залежності функції формоутворення, що стало основою 
вдосконалення інструментів типу «однопорожнинний гіперболоїд». 
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5. Розроблено математичну модель для комплексного аналізу 
геометричних та кінематичних показників взаємодії спряжених поверхонь, 
яка базується на математичних залежностях, в основу яких покладені 
уніфіковані керуючи параметри, що дозволило ще на стадії проектування 
аналізувати як умови взаємодії оброблюваних та інструментальних 
поверхонь, що забезпечують їх виготовлення, так і умови контактування 
спряжених зубців зубчастих коліс. 
Практичне значення одержаних результатів. На основі теоретичних 
та методологічних положень розроблено комп’ютерно-інтегровану систему 
забезпечення формоутворення зубчастих коліс, яка включає такі модулі, 
захищені свідоцтвами авторських прав на твір (№ 70762, № 70763, № 70764, 
№ 70765, № 70766): «APACE»©, що реалізує перетворення заданого 
математичного опису геометрії поверхонь зубців зубчастих коліс до єдиного 
функціонального виду; «COPTeR»© і «COSET»©, що реалізують можливості 
інтерактивної зміни геометрії зубчастих коліс за допомогою перетворень 
простору і безпосередньо за допомогою керуючих уніфікованих елементів 
кривих, відповідно; «SCOT»©, що дозволяє синтезувати контактні точки 
робочого і верстатного зачеплень та експортувати їх в CAD-системи; 
«SAlAT»©, що дозволяє на підставі аналізу геометричних і кінематичних 
показників в точках контакту спряжених поверхонь в інтерактивному режимі 
синтезувати інструментальні поверхні і поверхні зубців зубчастих коліс. 
З використанням комп’ютерно-інтегрованої системи спрофільовані та 
виготовлені гіперболоїдні інструменти для виготовлення зубчастих коліс з 
уніфікованим профілем зубців. На прикладі шевронних і гвинтових 
зубчастих коліс підтверджена можливість розробки еталонних комп’ютерних 
моделей з поліпшеним профілем зубців, відмінним від евольвентного та 
аналізу в системі Autodesk© PowerMill© процесу симуляції керуючих 
програм з подальшим виготовленням цих коліс на верстаті з ЧПК. 
Спроектовані та виготовлені із застосуванням адитивних технологій 
шевронні зубчасті колеса з профілем зубців, отриманим за допомогою 
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розробленого програмного забезпечення з відповідним інженерним аналізом. 
Запропоновані і запатентовані (патенти України №25543А, №25541А, 
№29761А, №68546) зубчасті передачі та нові способи формоутворення 
зубчастих коліс і зубооброблювальних інструментів, що дозволяють 
підвищити ефективність виготовлення циліндричних і гіперболоїдних коліс з 
уніфікованим профілем і поліпшеними геометричними та кінематичними 
показниками. 
Результати роботи впроваджено у виробництво, зокрема на ДП 
«ЛОРТА» концерну «Укроборонпром», ТОВ «НДІ «Редуктор» та у 
навчальний процес СНУ ім. Володимира Даля та КПІ ім. Ігоря Сікорського, 
що підтверджено відповідними актами. 
Особистий внесок здобувача. Всі наукові результати отримані 
здобувачем самостійно. Здобувач здійснив наукове обґрунтування розробок в 
області формоутворення зубчастих коліс, що забезпечує вирішення важливої 
науково-практичної проблеми - забезпечення якості, в першу чергу, 
кінематичної точності та плавності роботи зубчастих передач, а також, 
скорочення термінів технологічного підготовлення їх виробництва на базі 
нової комп’ютерно-інтегрованої системи забезпечення формоутворення 
зубчастих коліс. 
Постановка завдань і аналіз наукових результатів виконані разом з 
науковим консультантом і, частково, зі співавторами публікацій. 
Апробація результатів дисертації. Основні положення і результати 
дисертаційної роботи доповідалися, обговорювалися і отримали позитивну 
оцінку на міжнародних науково-технічних, науково-практичних конференціях 
і семінарах: VIII, IХ Міжнародних науково-технічних конференціях 
«Проблеми розвитку рейкового транспорту», 1998, 1999, Алушта-Луганськ; ІІ 
Міжнародній науково-технічній конференції «Сучасні інформаційні технології 
в освіті та промисловості», 2003, Миколаїв; V, VI, XI, XV Міжнародних 
науково-технічних конференціях «Машинобудування і техносфера XXI 
століття», 1998, 1999, 2004; 2008, Севастополь; Міжнародній науково-
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практичній конференції «Інформаційно-комунікаційні технології у середній і 
вищій школі», 2004, Ізмаїл; VI International Conference «The Improvement of the 
Quality, Reliability and Long Usage of Technical Systems and Technological 
Processes (IQRLUTSTP)», 2007, Hurghada (Egypt); VI, VII, VIII, IX, XI, XV 
Міжнародних науково-технічних конференціях «Важке машинобудування. 
Проблеми і перспективи розвитку», 2008, 2009, 2010, 2011, 2013, 2017, 
Краматорськ; Міжнародній науково-технічній конференції 
«Машинобудування – очима молодих», 2013, Кременчук; III, VI Міжнародних 
науково-технічних конференціях «Прогресивні технології в 
машинобудуванні», 2014, 2017, Львів; IX Międzynarodowa Konferencja 
Naukowo-Techniczna «Tecnika I Technologia Montażu Maszyny (TTVV-2017)», 
2017, Rzeszów–Czarna (Polska). 
Результати роботи доповідалися на міжнародному науковому семінарі 
по зубчастих передачах 13-14 грудня 2012 року в м. Гомель (Білорусь). 
Дисертація в повному обсязі доповідалась на VI Міжнародній науково-
технічній конференції «Прогресивні технології в машинобудуванні» 6-10 
лютого 2017 р, м. Львів та Міжнародній науково-технічній конференції ЗП-
2017 «Проблеми якості та довговічності зубчастих передач і механічного 
приводу» 25-30 серпня 2017 р, м. Одеса. 
Публікації. За результатами досліджень опубліковано 76 наукових 
робіт, в тому числі 48 статей у наукових фахових виданнях (з них 3 статті у 
виданнях іноземних держав, 8 у виданнях України, які включені до 
міжнародних наукометричних баз), 4 патенти на корисну модель, 5 свідоцтв 
про авторські правах на твір (програмне забезпечення), 19 тез доповідей у 
збірниках матеріалів конференцій. 
Обсяг і структура дисертації. Дисертаційна робота викладена на 397 
сторінках машинописного тексту, складається зі вступу, 6 розділів, загальних 
висновків, списку використаних джерел та 6 додатків. Обсяг основного 
тексту дисертації складає 268 сторінок друкованого тексту. Робота 
ілюстрована 5 таблицями та 149 рисунками. Список використаних джерел 
містить 291 найменування, з них 269 кирилицею та 22 латиницею. 
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РОЗДІЛ 1 
ПРОБЛЕМИ І ПЕРСПЕКТІВІ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ЯКОСТІ 
ФОРМОУТВОРЕННЯ ЗУБЧАТИХ КОЛЕС 
Забезпечення якості зубчастих коліс – результат комплексного впливу 
теоретичного формоутворення, яке включає проектування самого виробу, 
проектування процесу його формоутворення (кінематична схема 
формоутворення, вихідна інструментальна поверхня, різальний інструмент) і 
реалізації процесу формоутворення. 
Для визначення перспективних напрямків розвитку завдань із 
забезпечення якості формоутворення зубчастих коліс необхідно 
проаналізувати вимоги до систем забезпечення якості зубчастих коліс, 
сучасний стан теорії формоутворення зубчастих коліс, геометричні та 
кінематичні показники якості процесу формоутворення, застосування 
комп’ютерних технологій в задачах синтезу і аналіз процесу формоутворення 
функціональних поверхонь зубчастих коліс. 
 
1.1. Проблеми і перспективи забезпечення якості зубчастих коліс 
В роботі [223] відмічається, що «при різноманітних способах 
виготовлення деталей процес формоутворення заданої поверхні полягає у 
взаємодії заготовки та інструмента, які здійснюють певні рухи відповідно до 
прийнятої схеми оброблення. Тому форма оброблюваної поверхні деталі 
визначатиметься формою та розміром робочих поверхонь інструмента та 
його рухами відносно заготовки. Процес, який розглядається, ускладняються 
супровідними явищами. До них належать: деформації деталі, інструменту та 
обладнання; похибки інструменту, пристроїв, обладнання; зношування 
елементів технологічної системи; похибки вимірювань, настроювання 
обладнання; температурні деформації заготовки, обладнання та інструментів; 
вібрації при обробленні тощо. Тобто при формуванні оброблюваної поверхні 
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деталі основний процес не може бути реалізований в чистому вигляді, а 
супроводжується всілякого роду суміжними явищами, і тільки в результаті їх 
взаємодії визначається реальна форма оброблюваної поверхні деталі. 
Вивчити цей процес з урахуванням всіх факторів, що діють одночасно, та їх 
взаємного впливу важко».  
Базовим поняттям у вирішенні завдань формоутворення є «ідеальний 
процес – модель реального процесу. При розробленні ідеального процесу 
формоутворення враховуються основні фактори, які впливають на форму 
оброблюваної поверхні виробу, а саме: рухи, які виконуються в процесі 
обробки інструментом та заготовкою, форма і розміри поверхонь 
інструмента, що безпосередньо торкаються матеріалу заготовки і формують 
оброблену поверхню. Вважається, що деталь, інструмент та обладнання не 
деформуються і не зношуються, теоретично точно виготовлені і працюють 
елементи технологічної системи, точно здійснюється налагоджування облад-
нання, не враховується вплив на процес формоутворення теплових явищ. 
Ідеальний процес формоутворення практично не можна реалізувати, 
але його аналіз надає практиці значну допомогу. На основі дослідження 
ідеальних процесів, як показує практика машинобудування, створюються 
нові прогресивні методи оброблення, нові типи інструментів та обладнання. 
В практиці на основі розробленого ідеального процесу створюється 
реальний процес. Реальний процес вивчається з урахуванням усіх 
взаємодіючих факторів, найчастіше експериментально, і в нього, якщо це 
необхідно, вносяться відповідні корективи» [223]. 
Створення комп’ютерно-інтегрованої системи забезпечення формоутво-
рення зубчастих коліс дозволить вже на стадії проектування виключити 
похибки, викликані помилками теоретичного формоутворення профілю 
зубців. 
Таким чином, не вирішивши питання забезпечення точності в теоре-
тичному плані на етапі проектування виробу і процесу його формоутворення, 
неможливо отримати позитивні результати в процесі обробки. 
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Ключовим елементом, що зв’язує всі етапи є вибір і обґрунтування схеми 
формоутворення, для якої слід шукати можливість керування її параметрами. 
Таким чином, зв’язки елементів системи забезпечення точності фор-
моутворення зубчастих коліс для ідеального процесу можуть бути представлені 
у вигляді (рис. 1.1). 
 
Рис. 1.1. Зв’язки елементів системи забезпечення точності формоутворення 
зубчастих коліс для ідеального процесу 
 
1.1.1. Вимоги до систем забезпечення якості в частині комп’ютерної 
інтеграції 
Якщо говорити про комп’ютерно-інтегровану систему забезпечення 
формоутворення зубчастих коліс, як про безальтернативний інструмент 
підвищення ефективності проектних процедур, то спираючись на 
фундаментальні роботи [145], [176], [185], [190], сформулюємо і обґрунтуємо 
вимоги до такої системи. 
 
Вимоги слід розділити на три групи: 
1. До математичного забезпечення; 
2. До структури; 
3. До результатів. 
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Група вимог до математичного забезпечення повинна включати: 
 
Вимога інваріантності. 
Система повинна бути незалежною від геометрії профілю зубців 
зубчастих коліс, та мати можливість бути застосованою до будь-
якого зачеплення, що взаємно огинається (точного). 
Дана вимога дасть можливість трансформації геометрії профілю зубців 
без зміни моделі їх опису і методів подальшого аналізу. 
 
Вимога єдності параметрів. 
Математичне забезпечення кожного елемента системи повинне 
залежати від єдиного набору параметрів. 
Дана вимога дасть можливість виключити додавання/виключення 
додаткових/надлишкових параметрів на різних етапах роботи системи, що 
забезпечує вертикальну інтеграцію системи. 
 
Вимога мінімальної достатності керуючих параметрів. 
Кількість керуючих параметрів має бути мінімальною, але 
достатньою. 
Дана вимога дасть можливість забезпечити результативність процесу 
проектування при мінімальних витратах на визначення параметрів системи. 
 
Група вимог до структури системи повинна включати: 
Вимога модульності. 
Система повинна забезпечувати можливість підключення модулів, які 
вирішують нові завдання. 
Дана вимога дасть можливість розширення системи вглиб (удоско-
налення модулів), по горизонталі (розширення набору модулів) і по вертикалі 




Вимога забезпечення інтерфейсу з CAD/CAM/CAE. 
Система повинна забезпечувати двосторонню інформаційну взаємодію 
з системами CAD/CAM/CAE. 
Дана вимога дозволить використовувати можливості сучасних систем 
CAD/CAM/CAE для введення вихідних даних, для проміжних 
трансформацій, для представлення та аналізу результатів. 
 
Група вимог до результатів повинна включати: 
Вимога інтерактивної керованості. 
Система повинна забезпечувати проектувальнику можливість 
інтерактивного впливу на керуючі параметри системи. 
Дана вимога дасть можливість в режимі реального часу аналізувати 
вплив параметрів проектування на результати. 
 
Вимога візуалізації результатів. 
Система повинна дати проектувальнику можливість швидкої 
візуальної оцінки результатів. 
Дана вимога дозволить додатково використовувати досвід і знання 
проектувальника для швидкої оцінки прийнятності результатів. 
 
Різноманіття різних класів, типів і видів зубчастих коліс, розширення 
сфер застосування та призначення, необхідність підвищення 
функціональних, експлуатаційних, енергетичних, економічних, екологічних 
(шум і вібрації) і масогабаритних показників вимагає розробки досконаліших 
підходів до створення технічних систем їх синтезу та інформаційних 
технологій підтримки етапів їх життєвого циклу. Тому створення нової 
технічної системи синтезу зубчастих коліс різних класів, типів і видів з 
урахуванням їх життєвого циклу і з використанням наукоємних процесів, 
більш досконалих математичних моделей та інформаційних технологій їх 
підтримки є актуальним завданням вітчизняного машинобудування. 
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Існуючі інформаційні технології синтезу зубчастих коліс ґрунтуються в 
основному на стандартних методиках теоретичного і технологічного синтезу 
застосовуються для деяких етапів життєвого циклу окремих класів, типів і 
видів зубчастих коліс або зв'язують деякі етапи їх життєвого циклу. Існуючі 
пакети синтезу деяких етапів життєвого циклу зубчастих коліс значно 
обмежені ГОСТами, стандартними методиками розрахунку, відомими 
класифікаціями, відомими способами теоретичного і технологічного синтезу, 
способами оброблення, технічними засобами контролю, точністю складання, 
умовами експлуатації, способами ремонту і т. і. 
Є окремі системи, створені компаніями, які роблять зубообробні 
верстати: «LTCA» компанії Gleason, «KIMOS» компанії Klingelnberg, 
саратовська «ВОЛГА-5» (тут мова лише про системи, які є програмними 
продуктами). Відсутність CALS-технологій для синтезу зубчастих коліс 
пояснюється, швидше за все, не тільки відсутністю фінансування або 
математичною і логічною складністю, а й тим, що в області пошуку 
оптимальних варіантів синтезу вкрай обмежені, а методи і математичні 
моделі теорії зачеплень не завжди відповідають вимогам, що висуваються до 
них замовниками і розробниками програмного забезпечення. 
Існуючі інформаційні технології (CATIA, CREO, Unigraphics, 
PowerSOLUTION, SolidWorks, та ін.) використовуються на етапах 
проектування і виробництва різних машин і механізмів, а також системи: 
• CAE (Computer Aided Engineering) – системи автоматизованого 
інженерного аналізу деталей та машин (MSC Nastran, Аnsys, LS-DYNA3D, 
APM WinMachine та ін.); 
• PDM (Product Data Management) – системи автоматизованого 
керування базами даних про виріб (IMAN, Optegra, Enovia та ін.); 
• Project Management – автоматизовані системи керування процесом 
проектування і системи планування (WorkFlow, DocFlow і Project Planing); 
• MRP (Material Requirements Planning) – автоматизовані системи 
керування виробництвом (SAP R/3, BAAN, Галактика та ін.). 
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CAD/CAM системи не задовольняють повною мірою завданню теоре-
тичного забезпечення формоутворення зубчастих коліс в нашій постановці. 
Ці системи можна використовувати для вдосконалення деяких етапів 
життєвого циклу зубчастих коліс, однак вони розраховані на широкий клас 
деталей і не враховують багато особливостей життєвого циклу і синтезу 
зубчастих коліс. 
Аналіз того, в якій степені сучасні провідні системи автоматизованого 
проектування відповідають встановленим вимогам в частині вирішення задач 
теоретичного забезпечення формоутворення зубчастих коліс наведено у 
табл. 1.1  
Таблиця 1.1 

















































































1. Інваріантність - - - - - - - - - - 
2. Єдність параметрів - - - - - - - - - - 
3. Мінімальна  достатність 
керуючих параметрів 
- - - - - - - - - - 
Структура 
4. Модульність + + + + + + + + + - 
5. Інтерфейс з 
CAD/CAM/CAE 
+ + + + + + + + + + 
Результати 
6. Інтерактивна  керованість + + + + + + + + + + 
7. Візуалізація  результатів* - - - - - - - - - -/+ 
*В частині аналізу геометричних та кінематичних показників якості 
формоутворюючої системи. 
 
Табл. 1.1 показує, що жодна з комерційних систем автоматизованого 
проектування не відповідає повною мірою вимогам до комп’ютерно-
інтегрованих систем забезпечення формоутворення зубчастих коліс, а отже їх 
використання для задач автоматизованого синтезу інструментальних 
поверхонь і аналізу процесу формоутворення не є максимально ефективним, 
тобто, вони можуть ефективно вирішувати задачі окремих етапів, наприклад, 
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проектування електронного еталону зубчастого колеса, аналіз напружень 
елементів зубчатих коліс, аналіз працездатності інструменту для 
виготовлення зубчастих коліс, але весь комплекс задач вони не охоплюють. 
Тому актуальним є питання реалізації комп’ютерно–інтегрованої системи 
забезпечення формоутворення зубчастих коліс, яка б повною мірою 
відповідала вимогам. 
У той же час розвиток теорії технічних систем, досягнення вітчизняних 
і зарубіжних вчених в області завдання, редагування або модифікації 
поверхонь зубчастих коліс, теорії зачеплень, геометричного і кінематичного 
синтезу, формоутворення поверхонь різанням, технології виготовлення, 
складання, умов експлуатації, розрахунків згинальної та контактної міцності 
і довговічності, динаміки зубчастих коліс, розрахунків на «гаряче» і 
«холодне» заїдання, досягнення сучасного матеріалознавства, в тому числі в 
області надтвердих матеріалів, сучасний математичний апарат (теорія 
відображення афінного простору, теорія множин, бульова алгебра), сучасні 
комп’ютерні системи, верстатне обладнання та вимірювальна техніка 
дозволяють приступити до розробки нової технічної системи життєвого 
циклу зубчастих коліс і безперервної інформаційної підтримки етапів її 
життєвого циклу. Весь цей комплекс накопичених знань, досягнень науки, 
наукоємних процесів і сучасних технічних засобів дозволяє значно 
розширити область пошуку оптимальних етапів життєвого циклу зубчатих 
коліс і реалізувати його оптимальний варіант. 
 
1.1.2. Опис вихідного контуру твірної поверхні зубчастих коліс 
Для визначення геометричних параметрів зуба евольвентних зубчастих 
коліс використовується стандартний вихідний контур (рис. 1.2). 
«Стандартний вихідний контур профілю зуба – профіль зуба зубчастої 
рейки, що його використовують як основу для визначення стандартних 




Рис. 1.2. Вихідний контур по ГОСТ 13755-81 [191] 
 
Маючи ряд переваг, евольвентні зубчасті колеса часто не є 
переважними за деякими експлуатаційними характеристиками, наприклад, 
таким, як навантажувальна здатність, зносостійкість і т.і. Тому були 
розроблені інші вихідні контури, такі, як вихідні контури для коліс з 
зачепленням Новікова (рис.1.3.) [115], [164], [166], [189], [193] синусоїдальні 
(рис.1.4) [5], [119] та інші вихідні контури. Роботи з дослідження та розробки 
нових вихідних контурів для формоутворення зубців зубчастих коліс 
тривають і в даний час. 
 
 
Рис.1.3. Вихідний контур по ГОСТ 15023-76 [208] 
 
Класифікація існуючих вихідних контурів приведена на рис. 1 роботи 
[25]. Як видно з цього малюнка, інструментальна поверхня, що відповідає 
обраному виду зачеплення, залежить від математичного опису вихідного 
контуру твірної поверхні. В роботі [107] наведено класифікацію кривих та їх 
математичний опис. При великій різноманітності такого опису стає складним 
створення універсальної системи формоутворення зубчастих коліс. 
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а      б  
Рис. 1.4. Основні параметри твірної поверхні та системи координат: 
а – синусоїдальний вихідний контур;  
б – твірна поверхня синусоїдальних коліс [251] 
 
Для дотримання вимог до інваріантності, єдності параметрів, 
мінімальної достатності керуючих параметрів необхідно вибрати такий 
математичний апарат, який би дозволив переходити від одного вихідного 
контуру до іншого тільки за рахунок керування уніфікованими параметрами. 
За керованою варіацією форми вихідного контуру найбільшою мірою 
відповідають: 
1) перетворення простору, в яке поміщений вихідний контур і зміна 
цього простору разом з контуром за допомогою керуючих параметрів щодо 
незмінного простору [127], [210]; 
2) зміна керуючих параметрів кривих, що описують вихідний контур в 
незмінному просторі, тим самим отримуючи необхідну форму вихідного 
контуру. В цьому випадку особливий інтерес представляють сплайни [3], 





1.1.3. Точність зубчастих коліс 
Вимоги до точності виготовлення зубчастих коліс безпосередньо 
пов’язані з коловою швидкістю їх експлуатації. При недостатній точності і 
високої окружній швидкості зубчасті колеса працюють зі значним шумом, а 
зубці відчувають додаткові динамічні навантаження. Тому всі параметри 
евольвентних зубчастих коліс чітко позначені в ГОСТ 1643-81 для 
циліндричних і ГОСТ 1758-81 для конічних коліс. Встановлено 12 ступенів 
точності: від 1-ї до 12-ї в порядку зменшення точності. Необхідна ступінь 
точності визначається призначенням машини і умовами роботи зубчастих 
коліс (табл. 1.2). 
Таблиця 1.2 




прямозубих коліс, м/с 
Швидкість для 
косозубих коліс, м/с 
4, 5 >15 >30 
6 до 15 до 30 
7 до 10 до 15 
8 до 6 до 10 
9 до 2 до 4 
 
Для кожного ступеня точності встановлені норми кінематичної 
точності, плавності роботи і контакту зубців. 
Кінематична точність характеризується найбільшою похибкою 
передавального відношення за один оберт колеса, тобто, різницею між 
фактичним і розрахунковим кутами повороту веденого колеса за один 
оборот. 
Плавність роботи характеризується коливаннями кутової швидкості 
колеса в межах одного оберту. Обумовлюється помилками в кроці і профілі 
та впливає на силу ударів і шум в зубчастих колесах. 
Норми контакту характеризуються плямою контакту зубців, тобто, 
концентрацією навантаження на зубцях. Вони визначаються точністю 
виконання профілю зубців і впливають на працездатність силових зубчастих 
коліс. Зазначені норми для кожного ступеня точності наведені в стандартах. 
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Однак, для ступенів точності 1 і 2 (евольвентна циліндрична передача) 
і 1, 2 і 3 (евольвентна конічна передача) допуски вже багато десятків років не 
встановлені. 
Ці ступені точності вважалися перспективними ще в першій половині 
минулого століття в надії на те, що з розвитком теорії формоутворення 
робочих поверхонь зубчастих коліс і нових технологій їх виробництва, 
можна буде досягти найвищого ступеня точності і, відповідно, значно 
розширити експлуатаційні можливості зубчастих коліс. 
Для інших видів зачеплень точність зубчастих коліс визначається, в 
більшості випадків, нормами підприємств, іноді використовуються 
рекомендації НДІ. Так для зубчастих коліс Новікова з двома лініями 
зачеплення, що відповідають вихідному контуру за ГОСТ 15023-76 (або 
близькому контуру до нього), ЦНДІТМАШ рекомендує чотири класи норм 
точності зубчастих коліс, що позначаються в порядку зменшення точності: 
НД-1, НД-2, НД-3 і НД-4, які, з точки зору технологічних вимог, знаходяться 
на рівні відповідно 6-9-го ступеня точності по ГОСТ 1643-81. 
Для зубчастих коліс з низькими вимогами до точності зачеплення в 
поле допуску потрапляють навіть змішані зачеплення. Так, при 
перепрофілюванні, евольвента може замінюватися прямою лінією або 
синусоїдою. 
Евольвентні зубчасті колеса 4-го ступеня точності вважаються 
прецизійними і для їх виготовлення вже потрібні особливі умови 
проектування і формоутворення. Для зубчастих коліс, відмінних від 
евольвентних, це завдання ускладнюється на порядок. Цим пояснюється 
стримування широкого впровадження перспективних зубчастих коліс і 
зубообробного інструменту. 
Для уникнення додаткових навантажень великі швидкості вимагають 
значного підвищення точності виготовлення зубчастих коліс. При високій 
якості виготовлення колова швидкість може досягати 120-150м/сек [182]. 
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1.1.4. Похибки теоретичного формоутворення 
Найбільше застосування серед існуючих методів нарізування 
циліндричних зубчастих коліс знайшли методи зубофрезерування 
черв’ячними фрезами, які найбільш продуктивні завдяки особливостям 
конструкції і роботи цього інструменту. 
На даному етапі теорії формоутворення зубчастих коліс обертальний 
рух черв'ячної фрези зводиться до поступально-прямолінійного руху рейки, 




а     б     в 
Рис. 1.5. Черв'ячна фреза для нарізування евольвентних зубчастих коліс: 





а     б    в 
Рис. 1.6. Черв'ячна фреза для нарізування зубчастих коліс  
із зачепленням Новікова: 
а – кресленик фрези, б – профіль в нормальному перетині, в – фреза 
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На рис. 1.5. показана черв’ячна фреза для нарізування евольвентних 
зубчастих коліс та її кресленик, а на рис 1.6 – для нарізування зубчастих 
коліс із зачепленням Новікова. Як видно з рисунків, профілі фрези 
відповідають вихідному контуру профіля зуба зубчастої рейки. Він описаний 
в першому випадку прямими лініями, а в другому – дугами кола, що спрощує 
технологію профілювання фрез і контроль геометричних параметрів профіля, 
заданих на кресленику. Ці технологічні міркування вже на стадії 
проектування закладають теоретичну похибку в забезпечення точності 
профілю зуба нарізуваного колеса. 
 
 
Рис. 1.7. Проблеми і перспективи забезпечення якості формоутворення 
зубчастих коліс 
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У свою чергу, з економічних міркувань, дані фрези використовуються 
для нарізування зубчастих коліс з однаковим модулем, але різною кількістю 
зубців. Це додатково вносить свою похибку. Кількість зубців зубчастих коліс 
залежить від допуску, відповідного ступеня точності зубчастого колеса. 
При визначенні інструментальної поверхні для виключення похибок 
профілю зубців вже на стадії проектування необхідно враховувати 
геометричні параметри профілю зубців коліс, що виготовляються. 
На рис. 1.7 показані проблеми і перспективи забезпечення якості 
формоутворення зубчастих коліс. 
 
1.2. Сучасний стан теорії формоутворення зубчастих коліс 
Будь-який процес «механічного оброблення складається з двох 
взаємопов’язаних процесів: процесу зрізання припуску і процесу 
формоутворення» [209]. 
Загальноприйнятим вважається, що «формоутворення – це утворення 
необхідної форми деталі, яка визначається геометричним характером і 
взаємним розташуванням обмежуючих поверхонь, а також розмірами, 
допусками і шорсткістю» [209]. 
При цьому «формоутворюючою системою (ФС) верстата будемо 
називати сукупність механічних елементів системи ВПІД, взаємне 
положення і переміщення яких забезпечує задану траєкторію руху різального 
інструменту щодо оброблюваної деталі» [229]. «Аналітичну залежність, що 
зв'язує переміщення ланок ФС з траєкторією руху точок інструменту щодо 
оброблюваної деталі в системі координат S0 оброблюваної деталі, будемо 
називати функцією формоутворення» [229]. 
При цьому чисто геометрична задача без урахування сил, теплових 
явищ, зносу інструменту, зводиться до того, що «формоутворення – це 
отримання заданих кресленням поверхонь деталі» [209]. 
В основі створення різноманітних методів обробки деталей з точки зору 
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теорії формоутворення лежить вирішення трьох основних проблем [224]: 
«- проектування різальних інструментів для оброблення заданої 
поверхні деталі при обраній кінематичній схемі формоутворення, яка 
характеризує рух заготовки щодо інструменту; 
- визначення форми поверхні деталі, обробленої заданим інструментом 
при обраній кінематичній схемі формоутворення; 
- визначення кінематичної схеми різання, яка характеризує абсолютні 
схеми руху заготовки та інструменту в процесі різання, при формоутворенні 
поверхні деталі відомим різальним інструментом». 
В даний час є чисельна література, яка відображає різні аспекти теорії 
формоутворення поверхонь деталей. Це дозволяє обґрунтовано підходити до 
вирішення різних практичних завдань – розробляти ефективні способи 
механічного оброблення деталей, профілювати і розраховувати складні 
фасонні різальні інструменти, конструювати металорізальні верстати та ін. 
Слід зазначити роботи вітчизняних вчених в області теорії 
формоутворення поверхонь при механічному обробленні деталей, виконані 
А.І. Грабченком [112], І.Є. Грицаєм [118], [119], [120], С.І. Лашневим [174], 
В.С. Люкшиним [183], О.В. Мамлюком [184], О.А. Охрименком [192], 
Б.А. Перепелицею [209], [210], С.П. Радзевичем [225], [226], Н.С. Равською 
[223], [224], П.Р. Родіним [230], [231], [232], І.І. Семенченком [240], 
В.О. Шишковим [259], М.І. Юліковим [268], та ін. У зарубіжній літературі 
слід вказати на монографії F.M.L. Amirouch [271], B.K. Choi [275], 
K. Marciniak, [283], Chang Chao-Hwa and M.M. Melkanoff [274]. 
Для розуміння суті поняття формоутворюючих елементів слід 
звернутися до [174], [210], [230], де зазначено, що «формоутворення 
здійснюють формоутворюючі елементи (точки, лінії або поверхні), що 
належать інструменту і взаємодіють з поверхнею деталі при обробленні. При 
обробленні різанням формоутворюючими є точки або лінії на різальних 
кромках, а при обробленні тиском формоутворюючими є робочі поверхні 
інструментів. Формоутворююча поверхня використовується і при різанні, але 
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лише умовно, як проміжна інструментальна поверхня». 
Таким чином, формоутворення включає [209]: 
1. Деталь з обмежуючими її поверхнями; 
2. Інструмент з формоутворюючими елементами; 
3. Формоутворюючі рухи. 
Математичною моделлю формоутворення прийнято вважати «сукупність 
рівнянь і формул, що математично описують ці три складові», а «моделі 
формоутворення можуть різнитися характером формотворного і контактного 
елементів (поверхня, лінія, точка); тривалістю контакту (миттєвий або 
неперервний); формоутворюючим рухом та іншими ознаками» [210]. 
Завдання моделювання можна поставити по-різному, в залежності від 
того, що задано і що потрібно знайти, отже, одній і тій же моделі може 
відповідати кілька різних алгоритмів. 
Спочатку системи формоутворення будувалися за вищенаведеним 
алгоритмом. Для його розвитку і реалізації системного підходу до аналізу, 
введемо такі позначення: 
ФсЕ – формостворювані елементи; 
ФуЕ – формоутворюючі елементи; 
КСФ – кінематична схема формоутворення; 
ВІ – вхідна інформація; 
АБ – аналітичний блок. 
Тоді пряма задача (рис. 1.8) – при заданій інформації про 
формостворювані елементи (поверхнях деталі) та про кінематичну схему 
формоутворення (схема верстата) визначити формоутворюючі елементи 
(поверхня інструменту).  
 
 
Рис. 1.8. Пряма задача 
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Зворотна задача (рис. 1.9) – при відомій інформації про 
формоутворюючі елементи та про кінематичну схему формоутворення 
визначити формостворювані елементи. 
 
 
Рис. 1.9. Зворотна задача 
 
З розвитком теорії формоутворення і способів отримання різних 
поверхонь стали виникати завдання, для яких використовувалася система 
формоутворення, представлена на рис. 1.10. Це задачі вибору кінематичної 
схеми формоутворення і параметрів функції формоутворення за відомою 
інформацією про формоутворюючі та формостворювані елементах, тобто 
коли задані інструмент і геометрія оброблюваної поверхні, а необхідно 
визначити способи їх отримання. У системах з механічним зв’язком 
необхідно розробити обладнання або спеціальні пристрої для виконання 
необхідних рухів. Ці завдання добре описані і вирішені в роботах [116], [117], 




Рис. 1.10. Система формоутворення при відсутності інформація про КСФ 
 
58 
Відомо, що «в системах з електронним зв’язком необхідно вибрати 
оптимальну стратегію характеру і послідовності багатокоординатних рухів 
обладнання з ЧПК» [225]. 
Можливість вибору різних кінематичних схем формоутворення 
визначило додавання додаткового аналітичного блоку в системі  
формотворення – АБ (рис. 1.10). Цей блок аналізує доцільність вибору тієї чи 
іншої КСФ за певними критеріями. 
І нарешті, остання система формоутворення, яка розглядається в 
наукових публікаціях, представлена на рис. 1.11. З рисунку видно, що в 
наведеній системі відома тільки інформація про формостворюваний елемент 
(оброблювану поверхню). Формоутворюючі елементи і кінематична схема 
формоутворення визначаються в результаті аналізу процесу формоутворення. 
 
Рис. 1.11. Система формоутворення, коли відома інформація тільки про ФсЕ 
 
Важливо відзначити, що «для того, щоб знайти можливі вихідні 
інструментальні поверхні та відповідні різальні інструменти, необхідно 
розглянути різні варіанти рухів поверхні деталі щодо інструменту. 
«Сукупність рухів поверхні деталі щодо інструменту вважаємо кінематичною 
схемою формоутворення» (Додаток А) [231]. 
З точки зору теорії формоутворення важливо, що «найбільш загальною 
схемою формоутворення буде схема, заснована на поєднанні двох обертань 
навколо перехресних осей, відносний рух Деталі/Інструменту, при якій може 
бути представлено як кочення з ковзанням гіперболоїда по гіперболоїду. 
Всі наведені в додатку А схеми є окремими випадками цієї схеми, 
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отриманими при певних часткових положеннях осей обертання і відповідних 
величинах кутових швидкостей» [231].  
Для формоутворення зубчастих коліс методом обкочування 
найбільший інтерес представляють третій тип кінематичної схеми 
формоутворення 3-го класу (нарізування зубчастих коліс черв’ячними 
фрезами), другий тип кінематичної схеми формоутворення 2-го класу 
(нарізування зубчастих коліс довбачем) і перший тип кінематичної схеми 
формоутворення 2-го класу (нарізування зубчастих коліс зуборізними 
гребінками). В останньому випадку вихідна інструментальна поверхня являє 
собою твірну рейку, в перерізі якої лежить вихідний контур для будь–якого 
виду зачеплення. Така інструментальна поверхня є спільною для обох коліс 
циліндричної зубчастої передачі. 
Для створення комп’ютерно-інтегрованої системи формоутворення 
зубчастих коліс необхідно врахувати можливість інтерактивної зміни 
параметрів кінематичної схеми формоутворення, забезпечивши, тим самим, 
перехід від одного класу і типу до іншого. 
Так, при зміні кута схрещування і відстані між осями кінематичної 
схеми формоутворення 3-го класу (третій тип) можна отримати різні вихідні 
інструментальні поверхні, а при рівності нулю кута схрещування – отримати 
другий тип кінематичної схеми формоутворення 2-го класу. При зведенні 
одного з діаметрів до нескінченності здійснюється перехід до першого типу 
кінематичної схеми формоутворення 2-го класу. 
Таким чином, виконані раніше глибокі теоретичні дослідження в 
області теорії формоутворення заклали фундамент, що дозволяє ефективно 
вирішувати завдання синтезу та аналізу процесу формоутворення зубчастих 
коліс. У той же час сучасний етап розвитку науки, техніки і технологій 
вимагає подальшого поглиблення розуміння суті процесу формоутворення, 
математичних моделей опису як елементів системи формоутворення, так і 
самої системи в цілому, способів та інструментів автоматизації створення 




1.3. Використання геометричних та кінематичних показників для 
аналізу якості процесу формоутворення зубчастих коліс 
На початку 60-х років було доведено [122], [123], [159], [179], [188], 
[259], [281], [282], що для дослідження групи зачеплень необхідно 
використовувати теорію огинаючих двопараметричного сімейства поверхонь. 
Незважаючи на те, що два параметри відносного руху не є, насправді, 
незалежними (вони пов’язані через кінематичні ланцюги верстатів, що 
застосовуються для нарізування зубчастих коліс), використання цієї теорії 
дозволяє спростити дослідження зачеплень, а в ряді випадків є єдиним 
способом, що дає рішення. 
В даний час велика частина питань, пов’язаних з формоутворенням 
зубчастих зачеплень, вирішена завдяки роботам М.М. Крилова [169], [171] і 
М.Л. Єрихова [140], [141], [142]. В науці і техніці питання синтезу зубчастих 
зачеплень розглядалися різнобічно і багаторазово. Це роботи І.І. Дусєва 
[131], А.М. Підкоритова [219], Г.І. Шевелевої [257], В.М. Севрюка [238], 
А.І. Павлова [194], Д.Т. Бабичева [12], F.L. Litvin [281], [282] та ін., 
опубліковані останнім часом як в Україні, так і за кордоном. 
Можна виділити геометричні та кінематичні складові показників 
якості, за якими можна здійснювати попередню оцінку процесу 
формоутворення зубчастих коліс. Ці складові представлені у вигляді 
геометричних та кінематичних показників таких, як «наведена кривизна 
робочих поверхонь зубців, швидкість ковзання в зачепленні, сумарна 
швидкість руху точок контакту робочих поверхонь, кут між вектором 
швидкості ковзання і контактною лінією, питомі ковзання» [162], [172]. 
Крім якісних критеріїв існує ряд обмежень, що накладаються на 
формоутворення зубчастих коліс. Це гранично допустиме мінімальне 
значення коефіцієнта торцевого перекриття, інтерференція в робочому 
зачепленні, межі допустимого підрізання, гранично допустиме мінімальне 
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значення нормальної товщини зуба на поверхні вершин зубців. 
Обмеження, що накладаються на формоутворення зубчастих коліс, 
актуальні не тільки для евольвентних коригованих зубчастих коліс, але й 
коліс, що мають інше вихідний контур. 
Геометричні та кінематичні показники і геометричні обмеження 
широко використовувалися й використовуються в даний час для аналізу та 
синтезу процесу формоутворення. Загальні питання синтезу за цими 
показниками викладені в роботах проф. Гавриленка В.О. [100], проф. 
Дусєва І.І. [132], [137], проф. Бабичева Д.Т. [9], [10], [11]. Слід також 
відзначити роботи [175], [222]. 
При синтезі інструментальних поверхонь виникають питання в 
правильному виборі кількості і виду критеріїв (інтегральні, усереднені), які 
відповідають усім точкам активної ділянки вихідного контуру, а також у 
визначенні вагових коефіцієнтів значущості критеріїв. Це носить 
суб’єктивний характер, проте значно впливає на результати досліджень. 
Так в роботі [60] вказується, що «при збільшенні кількості зубців, які 
накатуються, та діаметра накатного інструмента відносна швидкість ковзання 
збільшується, що дозволяє одержувати накатаний зуб з високою якістю 
обробленої поверхні. Сумарна швидкість руху взаємодіючих поверхонь 
також впливає на якість оброблюваної поверхні. При її аналізі треба 
вилучати на виробляючій поверхні ті точки торкання, в яких наявні 
несприятливі умови накатки, тобто ті точки, в яких сумарна швидкість 
дорівнює нулю». 
Також важливим є те, що «при проектуванні інструмента необхідно 
перерозподілити питомі ковзання таким чином, щоб вони були мінімальними 
на зубі накатного інструмента. Аналіз залежностей питомих ковзань від 
геометрії та кінематики процесу накатки показує, що питомі ковзання на зубі 
накатного інструмента мають приблизно однакову величину вздовж поверхні 
зуба, що призводить до його рівномірного зносу», а також те, що «на якість 
процесу накатки зубців впливає кут між вектором відносної швидкості 
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ковзання та напрямком контактних ліній. Чим більше цей кут, тим кращі 
умови накатки» [60]. 
Автор зазначає: «Величина зусилля накатки залежить від наведеної 
кривизни контактуючих зубців. Потрібно відзначити, що при збільшенні 
наведеної кривизни проникнення інструмента в заготовку відбувається при 
зменшенні зусиль накатки. Перераховані вище геометричні та кінематичні 
показники процесу накатки зубців за допомогою запропонованого 
інструмента змінюються в широких межах. При конструюванні інструмента 
аналіз геометричних та кінематичних показників дозволяє вилучити 
несприятливі умови накатки, за рахунок чого з’являється можливість вірно 
обрати геометрію накатного інструмента і різко скоротити кількість дорогих 
експериментальних досліджень» [60]. 
В роботі [46] для зубофрезерування гіперболоїдними фрезами: 
«аналітично одержані умови, що дозволяють обмежити виробляючу 
поверхню шляхом вилучення на зубцях (витках) інструмента точок з 
нескінченним питомим сковзанням, що приводить до інтенсивного зносу 
інструмента. 
Одержані умови, що дозволяють визначити точки, на яких сумарна 
швидкість пресування прагне до нуля, тобто тих точок, в яких самі 
сприятливі умови різання. 
Визначені кути схрещування осей інструмент – заготовка, при яких 
профільне сковзання спрямоване в один бік, тобто не змінює знаку. Це 
показує, що профільна подача спрямована в один бік по всьому профілю, і 
при виготовленні коліс навантаження на зуб гіперболоїдного інструмента 
можна вирівнювати». 
Таким чином, аналіз геометричних та кінематичних показників є 
обов’язковим завданням теоретичного забезпечення формоутворення, 
дозволяє ще на етапі дослідження процесу формоутворення зубчастих коліс 
визначити найбільш сприятливі кінематичні схеми формоутворення і 
отримати відповідні їм інструментальні поверхні. 
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1.4. Значення електронних еталонів при формоутворенні зубчастих 
коліс 
Створювана комп'ютерно-інтегрована система забезпечення 
формування зубчастих коліс повинна автоматизувати процес генерації 
функціональних поверхонь зубців та вихідних інструментальних поверхонь 
зубообробного інструменту, що підвищить точність та прискорить процес 
створення електронних еталонів цих виробів. 
Використання електронних еталонів при формоутворенні зубчастих 
коліс має великі перспективи. Так електронні еталони є своєрідними 
копірами, на основі яких, за допомогою CAM-систем, створюються керуючі 
програми для верстатів з ЧПК і здійснюється комп'ютерна імітація процесу 
обробки. При використанні адитивних технологій ці комп'ютерні моделі є 
електронним прототипом для створення зубчастих коліс та інструментів. В 
CAE-системах вони є основою для комп'ютерного аналізу різних процесів та 
властивостей. При використанні сучасних координатно-вимірювальних 
машин ці еталони є своєрідним шаблоном для порівняльного аналізу з 
готовими виробами та підготовки виснавку щодо відповідності зубчастих 
коліс та інструментів вимогам точності. 
 
1.4.1. Використання електронних еталонів при формоутворенні 
зубчастих коліс на верстатах с ЧПК 
Використання електронних еталонів для нарізування циліндричних 
коліс з арочними зубцями с модулем 4, числами зубців 18 та 32 і радіусом 
розгортки лінії відхилення вихідного контуру на ділильному циліндрі 45 мм 
на оброблювальному центрі 1П730 пальцевою фрезою викладені в роботі 
[197] (рис. 1.12). 
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Рис. 1.12. Фото нарізування циліндричних коліс з арочними зубцями з m=4 і 
z=18 пальцевою фрезою [197] 
 
В роботі [214] наведено аналіз зачеплення і технологія виготовлення 
циліндричних коліс з арочними зубцями із застосуванням автоматизованого 
комплексу ТFlex (http://www.tflex.ru). У роботі відзначено, що пропоновані 
методики аналізу, синтезу зачеплення і спосіб виготовлення циліндричних 
коліс з арочними зубцями дозволяють підвищити універсальність технології 
виготовлення, зносостійкість і навантажувальну здатність арочного 
зачеплення. 
Виготовлення зубчастих коліс з арочними зубцями із застосуванням 
пальцевих фрез розглянуто в роботі [215]. Параметри пальцової фрези і 
верстатного зачеплення (рис. 1.13) при виготовленні зубчастих коліс з 
арочними зубцями наведені в роботі [216]. 
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Рис. 1.13. Верстатне зачеплення пальцової фрези з арочним зубом: 
1 - фреза; 2 - умовна інструментальна рейка; 3 - площина верстатного 
зачеплення; 4 - просторова лінія контакту [216] 
 
Для ефективного застосування електронних еталонів в зубообробці 
перспективним є високошвидкісне фрезерування - High Speed Cutting (HSC). 
«При більш високій швидкості різання рівнодійна сил різання 
зменшується. Завдяки такій великій швидкості різання можна значно 
збільшити об’єм різання, тобто досягти великої продуктивності. 
Завдяки більш високій швидкості можливе отримання меншого кроку 
рядів фрезерування, що сприяє поліпшенню якості поверхні деталі (тобто 
зменшенню залишкової шорсткості і поліпшенню точності форми). Така 
якість поверхні дуже часто повністю виключає необхідність у додатковій 
ручній обробці » [98]. 
«CAM-система створює проходи з дрібним кроком на великих робочих 
подачах, виключаючи різкі повороти, так як функція попереднього перегляду 
системи ЧПК автоматично зменшує робочу подачу при наближенні точки 
зміни напрямку руху. Результатом є геометрично точне фрезерування 
виробів з досягненням шорсткості поверхні, що виключає фінішне 
полірування» [258]. 
Докладний аналіз технології високошвидкісного фрезерування 
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зроблений в роботі [241]. Так в роботі приведена систематизація швидкості 
різання різних матеріалів в залежності від виду обробки. Особливу увагу 
приділено аналізу режимів різання при фрезеруванні загартованих сталей. 
В роботі [242] велика увага приділяється практичному дослідженню 
якості оброблюваних поверхонь: «З даних вимірювання параметрів 
оброблених деталей випливає, що стратегія обробки і керуюча програма були 
розроблені правильно, так як відхилення розмірів обробленої деталі від 
розмірів кресленика не виявлено, а шорсткість обробленої поверхні (8 - 9 
клас) відповідає вимогам кресленика». 
 
1.4.2. Адитивні технології 
Альтернативою традиційних технологій виробництва зубчастих коліс 
методами механічного оброблення є адитивні технології. «Адитивні 
технології або Additive Manufacturing (АМ-технології) – загальний термін для 
назви технологій виготовлення виробів по цифрової моделі – електронному 
еталону (або CAD моделі) методом пошарового додавання матеріалу» [270], 
[277]. «В стандарті ASTM F2792.1549323-1 адитивні технології визначені як 
«process of joining materials to make objects from 3D model data, usually layer 
upon layer, as opposed to subtractive manufacturing technologies» («процес 
об’єднання матеріалу з метою створення об’єкта з даних 3D-моделі, як 
правило, шар за шаром, на відміну від виробничих технологій, в яких 
матеріал «віднімається») [151]. 
Колектив авторів під керівництвом проф. Грабченка А.І в своєму 
навчальному посібнику [111] визначає адитивні технології як високі 
технології: «Високими слід вважати такі технології, які, володіючи 
сукупністю основних ознак - наукоємність, системність, фізичне і 
математичне моделювання з метою структурно-параметричної оптимізації, 
високоефективний робочий процес розмірної обробки, комп'ютерне 
технологічне середовище і автоматизація всіх етапів розробки і реалізації, 
стійкість і надійність, екологічна чистота, - при відповідному технічничному 
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і кадровому забезпеченні (прецизійне обладнання, оснащення та інструмент, 
певний характер робочого технологічного середовища, система діагностики, 
комп'ютерна мережа керування і спеціалізована підготовка персоналу), 
гарантують отримання виробів, що володіють новим рівнем функціональних, 
естетичних і екологічних властивостей. 
Концепція трьох рівнів дозволяє системно розглядати і реалізовувати 
весь потенціал найрізноманітніших технологій, які відповідають адитивному 
принципом «знизу-вгору». 
На макрорівні проводиться пошарове вирощування твердих тіл, перехід 
від віртуального простору і віртуальних моделей до твердотільних об'єктів 
незалежно від ступеня складності їх конструкції, форм і розмірів. Це 
технології Rapid Prototyping, наплавлення, електродугове, електрошлакове, 
плазмове, газотермічне покриття і т. д. 
На мікрорівні проводиться нарощування мікрошарів з різних матеріалів 
в будь-якій послідовності товщиною від нанометрів до десятків мікрометрів. 
Це технології вакуумно-плазмові, хімічні, хіміко-термічні і т. і. 
На нанорівні здійснюється атомно-молекулярна самоорганізація і 
пошарове нарощування об’єму, коли товщина шарів складає від частки 
нанометра до декількох нанометрів, а граничний шар за рахунок 
текстурування і ін. прийомів формує фізичну поверхню, її топографію і 
функціональні властивості з урахуванням анізотропії. Такі процеси 
відносяться до галузі нанотехнологій» [111]. 
«Виготовлені генеративних способом прототипи створюються на базі 
3D CAD даних, і їх виготовлення здійснюється автоматично без інструменту 
і оснастки, а лише на підставі електронного еталона вироба. 
Нижче наведені адитивні технології, що застосовуються як для 
виготовлення виробів з композитних матеріалів, що містять метали, так і 
чистих металів і сплавів. 
1 Струменевий тривимірний друк (3DP) 
2 Друк методом ламінування (LOM) 
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3 Пошарове наплавлення (FDM / FFF) 
4 Вибіркове лазерне спікання (SLS) і пряме спікання металів (DMLS) 
5 Вибіркова лазерна (SLM) і електронно-променева плавка (EBM) 
6 Пряма лазерна адитивна побудова (CLAD) 
7 Довільна електронно-променева плавка (EBFȝ)» [111]. 
В роботі [167] розглянуто виготовлення функціональних дослідних 
зразків алмазних зубчастих хонів на установці Vanguard Si2 SLS і нанесення 
на зубчастий вінець суміші, яка містить алмази і складається з 
фотореактивної смоли, алмазного порошку і наповнювача і подальшого їх 
спікання в камері ультрафіолетового затвердіння RCA-500 (рис. 1.14). 
 
 
Рис. 1.14. Фото алмазного зубчастого хона [167] 
 
1.4.3. Використання електронних еталонів при контролі точності 
готових зубчастих коліс 
В даний час широкого поширення набувають координатно-
вимірювальні машини (КВМ) різних типів. Як зазначається в роботі [288]: 
«Принципова основа координатного методу вимірювання полягає в тому, що 
будь-яку поверхню або профіль можна уявити, що вони складаються з 
нескінченного числа окремих точок і якщо відомо положення в просторі 
якогось обмеженого числа цих точок (масив точок) , тобто визначено їх 
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координати, то за відповідними формулами (алгоритмами) можна 
розрахувати розміри цих поверхонь (профілів) і відхилення форми, а також 
визначити розташування поверхонь (профілів) в просторі і між собою 
(координатні розміри і відхилення розташування)». 
«Методика координатних вимірювань (МКВ) включає в себе стратегію 
вимірювання (число точок, їх розташування на контрольованих поверхнях і 
порядок пересування між ними) і розрахункову модель, яка математично 
описує взаємозв'язок координат виміряних точок з обумовленими лінійно-
кутовими параметрами. МКВ - це основа ефективного програмного 
забезпечення (ПЗ) для координатно-вимірювальної техніки » [244]. 
Перш за все координатно-вимірювальні машини по області 
застосування можна розділити на спеціалізовані та універсальні. Так, для 
вимірювання та контролю геометрії зубчастих коліс розроблені 
спеціалізовані КВМ, відмінною рисою яких є обов'язкова наявність 
високоточного поворотного столу. 
Найбільш відомі спеціалізовані зубовимірювальні КВМ фірм Gleason 
(США) (http://www.gleason.com/products/343/analytical-gear-inspection), Osaka 
Seimitsu Kikai Co., Ltd. (Японія) (http://www.osk-corp.co.jp/Catalog/Measuring_ 
Instruments_JE-1602.pdf), Klingelnberg (Німеччина) (http://www.klingelnberg. 
com/produkte/praezisionsmesszentren. html), Penta Gear Metrology (США) 
(http://pentagear.com), Mahr GmbH (Германия) (http://pentagear.com), Wenzel 
America, Ltd. (США) (http://wenzelamerica.com/ cmm/ applications/gear-
inspection), та ін. 
«Для реалізації методики координатних вимірювань (МКВ) зубчастих 
коліс на універсальних КВМ, розробники ПЗ розширюють можливості 
базових програм за рахунок спеціальних додатків і програмних модулів. 
Наприклад, фірма Wilcox доповнює базову конфігурацію PC-DMIS 
спеціальним додатком для координатних вимірювань зубчастих коліс PC-
DMIS Gear. » [245]. Фірма Wenzel America, Ltd. (США) випускає ПО Wenzel 
TGear inspection machine software (http://wenzelamerica.com/products/ software / 
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gear)]. Слід також зазначити фірми, що випускають сучасне ПЗ для аналізу і 
конструювання зубчастих зачеплень: Frenco GmbH (Німеччина) 
(www.frenco.de), Involute Simulation Softwares Inc. (Канада) 
(www.hygears.com), KISSsoft LLC (США) (www.kisssoft.com), Stresstech Oy 
(Фінляндія) (www.stresstechgroup.com). 
«Сучасні універсальні координатно-вимірювальні машини можна 
класифікувати за різними критеріями. Так по взаємодії з вимірюваною 
поверхнею КІМ можна розділити на контактні, безконтактні і комбіновані 
(мультисенсорні) системи, по керуванню процесом вимірювань на: 
- машини з ручним керуванням; 
- машини з автоматичним переміщенням по осях і джойстиками 
ручного керування, 
- машини з автоматичним переміщенням по осях і числовим 
програмним керуванням (CNC). Крім того, існують різні комбіновані схеми, 
які застосовуються для машин, які об'єднують всі вищевказані принципи. 
Контактні КВМ можна класифікувати як стаціонарні і портативні 
(мобільні). В сою чергу стаціонарні координатно-вимірювальні машини за 
схемою компонування і орієнтації вимірювального інструмента поділяються 
на горизонтальні, вертикальні, мостові і портальні. 
Слід, також, відзначити шестивісні КВМ на основі платформи 
Стюарта. Представниками таких машин є координатно-вимірювальні 
машини, що випускаються ТОВ «Лапик» (Росія). Переміщення платформи 
здійснюється шістьма лінійними приводами, кожен з яких має лазерні 
інтерферометри» [161]. 
В даний час сучасні стаціонарні КВМ забезпечують точність 
вимірювань рівну десятим частинам мікрона. «Висока точність вимірювання 
на КВМ забезпечується: 
- прецизійними напрямними, виконаними з твердокам'яних порід, 
наприклад, з граніту (стійка, балка порталу, повзун); 
- конструкцією порталу, виконаного у вигляді жорсткої замкнутої 
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рами; 
- предметним столом, що виключає деформації опори і напрямних 
порталу, що виникають під дією маси вимірюваних важких деталей; 
- жорсткими, вібростійкими, прецизійними аеростатичними опорами з 
малим повітряним зазором і мінімальною витратою повітря; 
- віброізолюючими опорами, які автоматично підтримують 
горизонтальне положення опори КВМ; 
- прецизійними фотоелектричними системами вимірювання 
переміщень вузлів КВМ по всіх координатах » [206]. 
На заключній контрольній операції вибір координатно-вимірювальної 
машини залежить від величини допуску на геометричні розміри зубчастих 
коліс. КВМ повинна повністю забезпечувати задану точність. 
 
Висновки, мета і задачі 
1. Аналіз сучасного стану теорії формоутворення показав, що з появою 
комп’ютерних технологій теорія формоутворення істотно змінилася, 
розвиток теорії поверхонь і параметричного комп’ютерного моделювання 
дали можливість змінити підхід до розвитку теорії формоутворення 
зубчастих коліс. 
2. З'явилися нові методики комп’ютерного поверхневого моделювання, 
що дозволяють видозмінювати форму поверхні в процесі конструювання, 
причому намітилося два підходи до способів керування формою: 
перетворення простору разом з розташованими в ньому об’єктами і 
видозміни формостворюваних об’єктів за допомогою внутрішніх керуючих 
параметрів. 
3. Розвиток теорії сплайнів та її комп’ютерної реалізації дозволяє 
уніфікувати математичний опис об’єктів і розробляти універсальні системи 
формоутворення функціональних поверхонь. 
3. Існуюча класифікація кінематичних схем формоутворення вимагає 
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подальшого аналізу. Створення універсального математичного опису функції 
формоутворення дозволить автоматизувати вибір найбільш ефективної схеми 
на підставі аналізу процесу формоутворення. 
5. Сучасний стан аналізу геометричних та кінематичних показників 
взаємодіючих поверхонь дозволяє представити геометричні та кінематичні 
показники як функцію від керуючих параметрів формоутворюваних 
поверхонь. Це дає можливість включати ці показники в систему 
формоутворення і в інтерактивному режимі оцінити ефективність процесу 
формоутворення. 
Ґрунтуючись на вищесказаному, метою цієї роботи є забезпечення 
якості, в першу чергу, кінематичної точності та плавності роботи зубчастих 
коліс, а також, скорочення термінів технологічного підготовлення їх 
виробництва на базі нової комп’ютерно-інтегрованої системи забезпечення 
формоутворення зубчастих коліс. 
Для досягнення поставленої мети в роботі необхідно вирішити такі 
задачі: 
1. Провести аналіз сучасного стану та перспектив розвитку теорії 
формоутворення зубчастих коліс в частині розвитку підходів до 
математичного опису функціональних поверхонь зубців та інструментальних 
поверхонь, що забезпечують їх формоутворення, інтеграції з сучасними 
комп’ютерними технологіями проектування та виробництва. 
2. Розробити комп’ютерно-інтегровану систему забезпечення 
формоутворення зубчастих коліс на основі уніфікації керуючих параметрів її 
елементів. 
3. Розробити математичне забезпечення опису форми зубців 
зубчастих коліс, вихідних інструментальних поверхонь, геометричних і 
кінематичних показників процесу формоутворення на базі уніфікованих 
керуючих параметрів. 
4. Реалізувати можливість інтерактивного керування кривими і 
поверхнями, що утворюють функціональні поверхні зубчастих коліс, 
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забезпечити параметризацію елементів системи формоутворення зубчастих 
коліс, геометричних і кінематичних показників на базі єдиних уніфікованих 
керуючих параметрів, інтеграцію з автоматизованими системами 
проектування, виготовлення, аналізу та контролю. 
5. Розробити нові підходи до узагальненого опису параметрів 
функції формоутворення, уніфікувати її математичне подання та 
проаналізувати можливості часткових випадків кінематичної схеми 
формоутворення 3–го класу для удосконалення інструменту.. 
6. Розробити математичне забезпечення для опису геометричних та 
кінематичних показників взаємодії спряжених поверхонь, як функції від 
уніфікованих керуючих параметрів системи формоутворення, що дозволяє 
візуалізувати результати аналізу процесу формоутворення зубчастих коліс. 
7. Розробити нові методичне, алгоритмічне і програмне 
забезпечення, які в сукупності реалізують комп’ютерно-інтегровану систему 
забезпечення формоутворення зубчастих коліс, впровадити їх у виробництво 
та у навчальний процес. 
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РОЗДІЛ 2 
МАТЕМАТИЧНЕ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ КЕРУВАННЯ ФОРМОЮ 
ФУНКЦІОНАЛЬНИХ ПОВЕРХОНЬ ЗУБЧАСТИХ КОЛІС НА ОСНОВІ 
УНІФІКОВАНИХ КЕРУЮЧИХ ПАРАМЕТРІВ 
Для створення комп'ютерно-інтегрованої системи забезпечення 
формоутворення зубчастих коліс в першу чергу необхідно розробити методи 
формування математичної моделі інтерактивного керування кривими і 
поверхнями, які б враховували можливість наскрізної параметризації 
елементів систем формоутворення, геометричних і кінематичних показників і 
сприяли б інтеграції з автоматизованими системами проектування, 
виготовлення, аналізу і контролю. 
Щоб уніфікувати керуючі параметри, що впливають на геометрію будь-
яких поверхонь, потрібно розробити математичне і методичне забезпечення 
процесу уніфікації керуючих параметрів, які дозволить перетворити 
математичний опис будь-якої кривої або поверхні до єдиного вигляду. 
Для аналізу геометрії синтезованих функціональних поверхонь 
зубчастих коліс і розробки елементів візуального інтерактивного аналізу 
геометрії та кінематики процесу взаємодії робочих поверхонь зубців і 
інструментальних поверхонь необхідно отримати залежності, що описують 
внутрішню геометрію функціональних поверхонь, як функції уніфікованих 
керуючих параметрів системи формоутворення. 
 
2.1. Методи керування формою кривих за допомогою керуючих 
елементів 
Геометричною формою різних ліній, що описують координатні лінії 
функціональних поверхонь можна керувати за допомогою характерних 
точок, які однозначно визначають форму лінії. 
Керуючими точками будемо називати такі геометричні об'єкти, 
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положенням яких в деякому просторі можна керувати як безпосередньо за 
допомогою курсору комп'ютерного маніпулятора, так і задаючи різними 
способами координати цих точок в певній системі координат. Від положення 
керуючих точок залежить стан і властивості інших геометричних об'єктів. 
Координати керуючих точок будемо розглядати в даній роботі як 
керуючі параметри завдань синтезу та аналізу. 
Керуючими лініями будемо називати геометричні об'єкти, які 
однозначно визначають форму керуючих поверхонь і залежать від 
розташування керуючих точок. 
В якості керуючих ліній можна використовувати будь-які з 
розглянутих вище ліній. Розглянемо керування формою лінії на прикладі 
широко застосовуваних для опису профілю і поздовжньої напрямної лінії 
зуба дуг кіл [128]. 
Профіль складається з двох ділянок кривих, дополюсної та 
заполюсної, які мають загальну дотичну в полюсі зачеплення (рис. 2.1). 
 
 
Рис. 2.1. Профіль в нормальному перетині 
 
Приймемо все лінійні розміри профілю кратними модулю зачеплення 
m. Тоді, координата x дополюсної ділянки буде змінюватися від -1 до 0, а 
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заполюсної від 0 до 1. 
Розглянемо заполюсну ділянку. За криву виберемо дугу кола радіусом 
r. Координати центру кола і радіус можна задавати довільним чином з 
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Визначимо координати опорних точок. Точка 1 збігається з полюсом 










Координати точки 2:  
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.     (2.3) 
 
Для вихідного контура кут   співпадає з кутом  . 
На підставі отриманих залежностей розроблено програмне 
забезпечення «COPTeR» [234]. На рис. 2.2 і рис. 2.3 показано, як змінюючи 
положення центру кола при фіксованій точці 1, можна змінювати форму дуги 
в інтерактивному режимі за допомогою комп'ютерного маніпулятора. 
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Рис. 2.2. Початкове положення центру кола 
 
 
Рис. 2.3. Зміна форми дуги за рахунок переміщення центру кола 
 
Розглянемо випадок, коли твірна поверхня рейкового типу має 
кругову лінію зуба (рис. 2.4). Для зміни поздовжньої лінії зуба твірної 
поверхні введемо три керуючих елементи N0, N1, N2 [86]. 
N0 – базисна точка, пов'язана з початком системи координат Sn. Через 
цю точку проходить крива, яка визначає подовжню лінію зуба. Точка N0 
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(початок систем координат Sn) лежить в середній торцевій площині твірної 
поверхні. 
Точка N1 лежить на дотичній до кривої, що розглядається, в точці N0 та 
дозволяє керувати кутом нахилу 0  цієї дотичної. Точка N2 лежить на 
кривій, що розглядається та керує радіусом її кривизни Ru. 








z  , де 
b – ширина твірної поверхні. 
 
Рис. 2.4. Поздовжня лінія зуба твірної поверхні 
 
У цьому випадку рівняння кривої, що визначає лінію зуба твірної 
поверхні в системі координат Sn,  має вид: 
 
     kRjRr uun 00 sinsincoscos   .  (2.4) 
 
Або в координатній формі: 
 
0)( nx ; 
  coscos)( 0  un Ry ; 






































На підставі отриманих результатів розроблено програмне забезпечення 
«COSET» [235], що дозволяє керувати поздовжньої лінією зуба при синтезі 
циліндричних передач з арковими і двоопукло-увігнутими зубцями. 
Змінюючи положення опорних і керуючих точок, можна керувати формою 
цієї кривої. На рис. 2.5 показано комп'ютерне вікно з елементами керування 
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2.2. Видозміна геометрії кривих і поверхонь шляхом перетворення 
простору 
Термін «політканина» введений у вжиток відомим німецьким 
геометром, керівником Гамбурзької математичної школи і послідовником 
Ф. Клейна В. Бляшке [17] наприкінці 20-х років ХХ століття. 
Теорія політканинних перетворень дозволяє керувати за допомогою 
керуючих точок політканинної системи координат формою будь-якої кривої 
або поверхні, обраних в якості прообразу. При цьому вигляд кривої або 
поверхні змінюються. 
Розглянемо це на прикладі кривої, вписаною в політканинну систему 
координат. При цьому дві осі системи є дотичними в початковій і кінцевій 
точках кривої. 
В якості кривої виберемо дугу кола (рис. 2.6), наведену в 
попередньому параграфі [126], [128]. 
 
Рис. 2.6. Дуга кола в політканинній системі координат 
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Координати точок 1 і 2 отримані в попередньому підрозділі. 
Одержимо координати точки 3 і кути, пов'язані з цією точкою [87]. 







 .     (2.6) 











tgr .     (2.7) 












































 .    (2.9) 
Прямолінійні політканини визначимо з виразів (3.6) і (3.10) роботи 
[127]: 






















































Аналогічно визначимо 2  та 3  
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Використовуючи формули (5.2) і (3.20) роботи [127], отримаємо 
координати вихідного контуру: 
 
 
       
       
 
       


























.    (2.13) 
 
де 
           ;233232133131 AAKAAKD xxx    
           ;233232133131 AAKAAKG yyx    
 
           ;233232133131 BBKBBKD xxy    
           ;233232133131 BBKBBKG yyy    
 
           ;233232133131 ССKССKD xx    
           ;233232133131 ССKССKG yy    
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     
     
     


















































Як видно з наведених виразів, форма кривої залежить від коефіцієнтів 
Аi, Вi ,Сi. Ці коефіцієнти однозначно залежать від координат керуючих точок 
(3.10) роботи [127]: 
 
   



























    (2.14) 
 
Для політканиннх перетворень було розроблено програмне 
забезпечення «COPTeR» [234]. На рис. 2.7 показаний результат 




Рис. 2.7. Інтерактивне політканинне керування кривою 
 
2.3. Видозміна геометрії кривих і поверхонь шляхом зміни 
внутрішніх параметрів 
Використання політканинних перетворень відкриває нові можливості 
в керуванні геометрією складних поверхонь. При цьому за вихідну поверхню 
або криву можна вибрати будь-який клас аналітично описаних кривих або 
поверхонь. Недоліком синтезу на базі політканинних перетворень є те, що він 
застосовується для аналітично описаних кривих і для кожного нового класу 
необхідно коригувати математичний опис прообразу. Це обмежує 
можливість уніфікації математичного апарату інтерактивного синтезу. 
Звести наявні математичні описи кривих, використовуваних в 
існуючих описах координатних ліній поверхонь, до єдиного вигляду можна 
за рахунок використання сплайнів. Більш детально це буде розглянуто в 
наступному параграфі. Особливе місце в задачах керування формою ліній 
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займають криві Безьє третього порядку. Крім того, вони знайшли 
застосування в більшості існуючих систем твердотільного і поверхневого 
комп'ютерного моделювання. 
На рис. 2.8 показаний профіль твірної поверхні. Як кривої, що 
дозволяє модифікувати профіль в процесі інтерактивного синтезу, приведена 




Рис. 2.8. Профіль твірної поверхні: 
а – стандартний, б – модифікований 
 
На рис. 2.9 наведена крива Безьє 3–го порядку з опорними та 
керуючими точками та лініями [107]. 
 
 
Рис. 2.9. Крива Безьє 3-го порядку з опорними і керуючими точками і лініями 
 
Рівняння кривої Безьє 3–го порядку [107]: 
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13131 pppprк   ,  (2.15) 
 
або у параметричному виді: 
 








1 13131),( xxxxPfx xк   , 








2 13131),( yyyyPfy yк   . 
(2.16) 
 
де Px=(x0, x1, x2, x3), Py=(y0, y1, y2, y3) – радіус-вектори координат опорних Р0, 
Р3 та керуючих Р1, Р2 точок; 1...0  – поточний параметр, що визначає 
точку на кривій. 





Рис. 2.10. Керування кривою за допомогою керуючих точок 
 





















     01210
2
32101 326333),( xxxxxxxxxPf x 
  , 
     01210
2
32102 326333),( yyyyyyyyyPf y 
   
(2.18) 
 
– перші похідні функцій ),(1 xPf   и ),(2 yPf   по  . 
При аналізі геометрії і виведенні формул для визначення функцій 
якості необхідно знати другі похідні, які мають вигляд: 
 
   21032101 26336),( xxxxxxxPf x 
  , 
   21032102 26336),( yyyyyyyPf y 
  . 
(2.19) 
 
Для того, щоб визначити інші ділянки профілю необхідно за 
допомогою дуги, дотичної до кривої робочої ділянки і прямих відрізків 
завершити побудову контуру [68]. 
Так як крива 1-2 дотична до відрізка 2-3 в точці 2, то і дуга, що 
продовжує цю криву, повинна бути дотичною до цього відрізка або його 
продовження (рис. 2.11). 
 
 
Рис. 2.11. Змінювана ділянка профілю 
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Розміри профілю приймаємо кратними модулю зачеплення m. На 
рис. 2.12 показані ділянки, що доповнюють профіль. 
 
 
Рис. 2.12. Доповнюючі ділянки профілю 
 
Отримаємо рівняння цих кривих в залежності від положення керуючої 
лінії 2-3. 































Довжину ділянки 52l , що продовжує лінію 2–3 до перетину з 
горизонтальною прямою з координатою 25,15 x  визначимо, 
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де .25,1 33553 xxxx   
Кути  24632 р , тобто лежать між взаємно перпендикулярними 
прямими. 
Відрізок р-5 є бісектрисою кута 24р . 
Прямокутні трикутники 54р  та 25р  рівні, тобто мають дві рівні 
сторони при вершині р. Отже, довжина відрізка 4-5: 
 




 р . 









rp  . 
 



























При керованій зміні кривої робочої ділянки за допомогою керуючих і 
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опорних точок можливі три варіанти побудови допоміжних ділянок: 
1. 0py ; 
2. 0,0 5  yy p ; 
3. 05 y . 
У першому випадку додається дві ділянки – пряма 8-4 і дуга 4-2. 
Координати прямої pyyconstх ...0,25,1  . 
















00  . 
У другому випадку необхідно продовжити керуючу координатну лінію 
2-3 до точки 9 (рис. 2.13) так, щоб центр дуги кола Р* лежав на координатній 
лінії ОХ. 
 
Рис. 2.13. Продовження керуючої координатної лінії 
 
Довжина відрізка 58559 yll  . 



















ctgyrp   
 
































00  . 












У третьому випадку програма видає відповідь, що система не має 
рішень і необхідно змінити положення керуючих і опорних точок кривої 
Безьє. 
Другу частину профілю визначимо в залежності від отриманих значень 
координат точок на кривих (рис. 2.14). 
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Отримані результати дозволяють забезпечити автоматичну побудову 
допоміжних ділянок профілю зубчастих коліс при інтерактивному керуванні 
робочою ділянкою, описаною кривою Безьє 3-го порядку. Проаналізовано 
різні варіанти побудови допоміжних кривих. 
Якщо допоміжні ділянки будуть описані кривою Безьє 3-го порядку, то 
бажано, щоб в точці стиковки основної і допоміжної ділянок була б загальна 
дотична і збігалися кривизни обох кривих [91]. 
Позначимо початкову криву через nr , а кінцеву – kr . Стикування буде 
відбуватись в опорній точці Р3n початкової кривої при 1n  та в опорній 
точці Р0k кінцевої кривої при 0k . Відповідно, координати цієї опорної 
точки повинні бути рівні: 
 
x3n = x0k;  y3n = y0k .     (2.20) 
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Для того, щоб криві стикувалися по дотичній, необхідно, щоб перші 
похідні кривих в цій точці були рівні. 
Перші похідні функцій ),( xPx   та ),( yPy   (2.16) по  : 
 
     01210
2
3210 326333),( xxxxxxxxxPx x 
  , 
     01210
2
3210 326333),( yyyyyyyyyPy y 
  . 
 
Перші похідні початкової кривої при 1n  дорівнюють: 
 
nnxnn xxPx 32 33),1( 

, 
nnynn yyPy 32 33),1( 
 . 
 
Перші похідні кінцевої кривої при 0k  дорівнюють: 
 
kkxkk xxPx 10 33),0( 

, 
kkykk yyPy 10 33),0( 
 . 
 
Таким чином, для стикування по дотичній повинні виконуватися умови 
рівності перших похідних в точці стикування: 
 
kknn xxxx 1032  ;    (2.21) 
kknn yyyy 1032  .    (2.22) 
 
Для того, щоб згладити перехід від однієї кривої до іншої, необхідно 
зрівняти значення кривизни кривих в точці їх об'єднання. 
Для плоскої кривої кривизна визначається за формулою: 
 
95 






















  . 
 
Другі похідні кривої Безьє 3-го порядку дорівнюють: 
 
   2103210 26336),( xxxxxxxPx x 
  , 
   2103210 26336),( yyyyyyyPy y 
  . 
 
Другі похідні початкової кривої при 1n  дорівнюють: 
 
nnnxnn xxxPx 321 6126),1( 

, 
nnnynn yyyPy 321 6126),1( 
 . 
 
Другі похідні кінцевої кривої при 0k  дорівнюють: 
 
kkkxkk xxxPx 210 6126),0( 

, 
kkkykk yyyPy 210 6126),0( 
 . 
 
Після підстановки і перетворень кривизна початкової кривої в точці 
стиковки дорівнює: 
 
      













  . 
 
Кривизна кінцевої кривої: 
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      













  . 
 
У тому випадку, якщо будуть виконуватися умови рівності (2.20), 
(2.21), (2.22) і кривизни в точці стикування початкової і кінцевої кривих 
дорівнюватимуть 
 
),,0(),,1( ykxkkynxnn PPKPPK  , 
 
вдасться згладити перехід від кривої, яка описує робочу ділянку вихідного 
профілю твірної поверхні до кривої, яка описує ділянку його вершини. 
 
2.4. Апроксимація кривими Безьє 3-го порядку 
Підвищення ефективності систем автоматизованого проектування 
виробів, що мають складні поверхні, значною мірою залежить від 
математичного ядра, яке закладено в основу цих систем. Тому виникає 
необхідність у виборі таких залежностей для опису складних поверхонь, які 
найкращим чином використовують можливості сучасних комп'ютерних 
технологій [94]. 
За останні роки опубліковано велику кількість робіт, присвячених 
синтезу передач зачепленням. Результатом синтезу є математичний опис 
геометрії робочих поверхонь зубців твірної поверхні, зубчастих коліс, 
зуборізних інструментів. Залежно від обраних методів синтезу і оптимізації, 
математичного апарату, керованих параметрів одержувані опису геометрії у 
різних дослідників не мають однаковості. Це не дозволяє уніфікувати 
методику синтезу та оптимізації створюваних виробів. 
Важливим завданням є розробка способів і методики перетворення 
геометрії складних поверхонь виробів та інструментальних поверхонь до 
єдиної форми математичного опису, зручного для використання в системах 
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автоматизованого синтезу виробів та аналізу процесу формоутворення. 
При синтезі виробів, що мають складну форму поверхонь, геометрія 
поверхонь може бути представлена у вигляді різних залежностей. Якщо 
розглянути переріз зуба колеса або профіль твірної поверхні, то опис кривих 
може бути віднесено до певного класу – прямі, дуги кіл, евольвенти та інші, а 
також може бути представлено в табличній формі у вигляді набору точок. У 
загальному випадку будь-які залежності для опису профілю можна 
представити у вигляді набору точок і описати їх у виді таблиці значень. 
Однак в цьому випадку складно використовувати універсальну теорію для 
автоматизації оптимізаційного синтезу виробів і аналізу процесу 
формоутворення. Для цього бажано використовувати аналітично описані 
гладкі криві, які двічі диференціюються і мають мінімальну кількість 
керуючих елементів. 
Будь-яку криву, представлену як аналітично, так і у виді таблиці 
можна апроксимувати з достатнім ступенем точності різного виду 
сплайнами. В якості універсального опису пропонуються криві і поверхні 
Безьє 3-го порядку, які широко використовуються в системах 
автоматизованого проектування і мають цілу низку властивостей, зручних 
для побудови математичних моделей керованого оптимізаційного синтезу 
виробів і аналізу процесу формоутворення. 
Розглянемо два способи апроксимації кривих, представлених набором 
точок за допомогою кривих Безьє 3-го порядку. 
Нижче наведено порядок дій при комп'ютерно-графічному методі. 
Цей алгоритм може бути реалізований в будь-якій сучасній CAD-системі. 
1. Нехай задана крива, яка описується множиною точек з 







Рис. 2.15. Крива задана табличними даними Xi і Yi 
 
2. Вибираємо команду «Кривая Безье»  для побудови кривої, для 
цього вказуємо першу і останню точки заданої кривої (опорні точки для 
кривої Безьє, рис. 2.16). 
 
Рис. 2.16. Побудова кривої Безьє 






3. Для апроксимації кривої необхідно вибрати криву, для цього 
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потрібно клацнути по кривій Безьє двічі лівою кнопкою миші. Крива 
підсвітиться зеленим кольором, і з'являться керуючі точки, змінюючи 
положення яких можна змінювати криву (рис. 2.17). 
 
 
Рис. 2.17 Керування кривою Безьє за допомогою керуючих точок 
 




Рис. 2.18 Результат апроксимації кривої 
 
В результаті виконаних дій отримуємо координати опорних і 
керуючих точок кривої, які в подальшому вносяться до відповідного вікна 
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розробленого програмного забезпечення «SAlAT» [236]. 
При аналітичному способі апроксимації необхідно використовувати 
один з алгоритмів оптимізації. Криву Безьє 3-го порядку можна записати в 
наступному вигляді: 
 








13131 xxxxx iiiiiii   , 








13131 yyyyy iiiiiii   . 
(2.23) 
 
Тут, ii yx ,  – поточні координати точок кривої, i –- поточний параметр, 
що змінюється в межах 10  i , і відповідний і-й точці кривої, 
3300 ,,, yxyx  – координати початкової Р0 та кінцевої Р3 опорних точок кривої, 
2211 ,,, yxyx  – координати керуючих точок Р1, Р2. 
При заданні кривої табличним способом відомі координати точок 
ii yx , . У разі апроксимації кривої Безьє 3-го порядку невідомими є 
координати керуючих точок Р1, Р2 та значення i  , відповідні і-им точкам 
кривої. 
У задачі мінімізації відхилення точок кривої Безьє від заданих точок 
керованими параметрами є координати керуючих точок. Перебираючи 
значення 21 xиx  з першого рівняння системи, визначаємо значення 
 21,, xxxf ii  . 









S  , 
 
де       33221203 13131 yyyyyyy iiiiiiiiBii    - 
відхилення поточних значень координат iBy  кривої Безьє, отриманих з 
другого рівняння системи (2.23) від заданих табличних значень iy . 
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Для визначення оптимальних значень координат керуючих точок 
використовувався метод головних осей, розроблений Р.П. Брентом [273], 
який не вимагає інформації про градієнт функції. 
На підставі цього методу було розроблено програмне забезпечення 
«APACE» [233]. 
Запропоновані комп'ютерно-графічний і аналітичний способи 
апроксимації представлених у виді таблиці профілів кривими Безьє 3-го 
порядку дозволяють уніфікувати опис геометрії функціональних поверхонь 
зубчастих коліс і зубооброблювальних інструментів, та представляти їх у 
вигляді, зручному для використання в системах автоматизованого синтезу 
зубчастих передач і зубооброблювальних інструментів, а також аналізу 
процесу формоутворення [4]. 
 
2.5. Формоутворення функціональних поверхонь на основі 
уніфікованих керуючих параметрів 
Для отримання рівняння узагальненої функціональної поверхні з 
керуючими параметрами введемо систему координат S1 (рис. 2.19) [61]. 
Площина Y1O1Z1  збігається з початковою площиною напрямної. Нехай в 
системі координат X1Y1Z1  задана просторова крива, яка визначає поздовжню 
форму створюваної поверхні. Рівняння цієї кривої в загальному вигляді [218]: 
 
        kNzjNyiNxNr ,,,, 0000   ,  (2.24) 
 
де  Nx ,0  ,  Ny ,0  ,  Nz ,0  – довільні функції, які необхідне число 
разів диференціюються по аргументу µ. 
Якщо напрямна описана кривою Безьє 3-го порядку, то 
 








0 13131)(, nnnnfNr N   , (2.25) 
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де n0=(y0, z0),  n3=(y3, z3)– радіус-вектори опорних точок n1=(y1, z1),  n2=(y2, z2) – 
радіус-вектори керуючих точок; 1...0  – поточний параметр, що визначає 
точку на кривій. 
Рівняння інтерактивно керованої поверхні в системі координат S1: 
 
 NPfr ,),( 11  , 
 
де P=P(p0, p1, p2, p3), N=N(n0, n1, n2, n3) – вектори керуючих і опорних точок з 
рівнянь (2.16) та (2.25). 
Розташуємо початок системи координат Sк(XкOкYк) на кривій (2.24) 
(рис. 2.19). При цьому вісь OкXк спрямуємо по бінормалі, OкYк – по головній 
нормалі, OкZк – по дотичній до цієї кривої. Площину, паралельну площині 
X1O1Y1, будемо називати торцевою площиною функціональної поверхні, а 
переріз функціональної поверхні такої площиною – торцевим перерізом. 
Переріз функціональної поверхні площиною XкOкYк будемо називати 
нормальним перерізом. 
 
Рис. 2.19. Функціональна поверхня 
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Рівняння функціональної поверхні в системі координат Sn [218]: 
         уnxnn PfNnPfNbNrNPr ,,,,,),,,( 210   , (2.26) 
або в параметричній формі 
            уxnхxnnn PfNnPfNbNxNPx ,,,,,),,,( 21   ; 
         уynхynnn PfNnPfNbNyNPy ,,,,,),,,( 21   ; (2.27) 
            уznхznnn PfNnPfNbNzNPz ,,,,,),,,( 21   , 





























0000 yxyxzxzxzyzykb   ;  
0x , 0y , 0z , 0x , 0y , 0z  – перші і другі похідні від координат радіуса - вектора 
точки кривої (2.24) по параметру  . 
 
Рис. 2.20. Нормаль, бінормаль і дотична в точці поверхні 
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 Nnxn , ,  Nnyn , ,  Nnzn ,  – напрямні косинуси головної нормалі, 
рівні 
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 ;   (2.29) 
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      20000000000 zxzxzyxyxykn   
         20000000000
2
0000000000 zyzyyzxzxxzyzyzyxyxx  
 

























0 zyxk   . 
Отже, з огляду на наведене вище: 
– напрямні косинуси бінормалі рівні:  
  1, Nbxn  ,   0, Nbyn  ,   0, Nbzn  ; 
 
– напрямні косинуси головної нормалі рівні: 



























– напрямні косинуси дотичної рівні: 
 

























де nn zy  ,  – похідні від координат радіуса-вектора точки кривої по параметру 
 . 
Гострий кут   між віссю O1Z1 і дотичною n  кривою (2.24) будемо 
називати кутом нахилу зубців функціональної поверхні. З урахуванням 





















 .   (2.31) 
 
Підставляючи значення напрямних косинусів (2.30) і (2.31) у (2.27), 
отримаємо рівняння функціональної поверхні в системі координат Sn. 
Задати поздовжню форму зуба різального інструменту просторовою 
кривою на практиці здійснити складно. Більш реальний випадок, коли 
поздовжня форма зуба задана плоскою кривою, довільно розташованою в 
просторі. Розглянемо цей випадок, задавши координату 0nx  (крива лежить 
в площині YnOnZn). Тоді рівняння узагальненої функціональної поверхні в 
системі координат Sn буде мати вигляд: 
 
   ),(),,,( 1 хn PfNPx   ; 
 cos),(),(),,,( 20 уn PfNyNPy  ;   (2.32) 
    sin),(),(),,,( 20 уn PfNzNPz  . 
 
Функціональна поверхня для формування перехідної поверхні зубців 
визначається рівнянням (2.32), де замість ),(1 хPf   і ),(2 уPf   необхідно 
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підставити значення функцій, що визначають перехідну криву профіля. 
При constzn   отримаємо торцевий переріз функціональної поверхні, а 
при const  – нормальний переріз. 
Функціональною поверхнею може виступати поверхня зуба твірного 
колеса. Для профіля у виді сплайна рівняння твірного прямозубого колеса, з 
урахуванням виразів (2.16) в рухомій системі координат )( 1111 zyxS , буде 
мати вигляд: 
  121111 );,(;),( zPfyrPfx yx     (2.33) 
 
У векторній формі рівняння циліндричного прямозубого колеса з будь-
яким профілем можна записати наступним чином: 
 
kjPfirPfNPr yx   ),(]),([),,,( 2111    (2.34) 
 
Рівняння циліндричного косозубого колеса в рухомий системі 



















де 2/TP  . 
Як приклад розглянемо керування твірною поверхнею, профіль якої 
описаний кривої Безьє третього порядку (2.16), а поздовжня лінія зуба дугою 
кола (2.4) [64], [86]. 
Рівняння твірної поверхні має вигляд: 
),(),( 1 xn PfNPx  ; 
   cos),(coscos),( 20 yun PfRNPy  ; 
   sin),(sinsin),( 20 yun PfRNPz  . 
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На рисунку 2.21 показана твірна поверхня з круговою лінією зуба. 
 
 
Рис. 2.21. Твірна поверхня з круговою лінією зуба 
 
На підставі запропонованої теорії було розроблене програмне 
забезпечення «COSET» [235]. 
 
2.6. Внутрішня геометрія функціональних поверхонь 
При дослідженні геометрії функціональних поверхонь в задачах гідро- і 
газодинаміки, а також для отримання геометричних і кінематичних 
показників контактуючих поверхонь в процесі формоутворення і 
експлуатації необхідні такі елементи функціональної поверхні, як нормаль та 
її проекції на осі координат, коефіцієнти першої та другої квадратичних 
форм, нормальні кривизни в заданих напрямках. 
Вектор нормалі визначається формулою [218] 
 

nnn rrN  ,      (2.35) 
де nr  й 

nr  – частинні похідні радіус-вектора функціональної поверхні (2.32) 
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по   і по   відповідно: 
 
    kjPKfrr уnn  cossin,1' 2  ; 
      kPfjPfiPfr уухn  sin,cos,, '2'2'1  , 
(2.36) 
 




1 31613),( xxxxxxPf х   , 




2 31613),( yyyyyyPf у    – 
– похідні функції ),(1 хPf   и ),(2 уPf   по  ; 










  – кривизна кривої (2.24). 
Підставляючи (2.36) в (2.32), отримаємо проекції вектора нормалі до 
функціональної поверхні: 
 
    PуfPKfrN уnxn ,,1 '22'   ; 
      cos,,1 '12' хуnyn PfPKfrN  ; 
      sin,,1 '12' хуnzn PfPKfrN  . 
(2.37) 
 
У зв'язку з тим, що модуль вектора нормалі дорівнює: 
 
        2'2
2'
12
' ,,,1 ухуnn PfPfPKfrN   ,  (2.38) 
 
то одиничний вектор нормалі в параметричній формі: 
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 






















































sinxne ;  coscosyne ;  sincoszne .   (2.40) 
 
Коефіцієнти першої квадратичної форми в загальному випадку рівні 
[132]: 
 
          2222  nnnnn rzyxE  ; 

nnnnnnnnn rrzzyyxxF  ;    (2.41) 
    2nn rG  . 
 
Для поверхні (2.27) з урахуванням (2.36) отримаємо 
 
      2'2
2'
1 ,, ухn PfPfE   ; 
0nF ; 
       222222
2
'
0 ,1,1 уnnуn PKfzyPKfrG     
(2.42) 
 
Коефіцієнти другої квадратичної форми [218] 
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;  (2.43) 




































Знайдемо другі похідні радіуса-вектора твірної поверхні по   і по  : 
 




















     


























де  хPf ,
''
1   и  уPf ,''2   – другі похідні функцій  хPf ,1   і  уPf ,2   по   
(2.19). 
Підставивши (2.44), (2.45) і (2.46) в (2.43), отримуємо залежності для 
визначення коефіцієнтів другої квадратичної форми: 
 
     cos,sin, ''2''1 ухn PfPfL  ; 
0nM ; 
    уnnn PKfzyKN ,1cos 222    . 
(2.47) 
 
Співвідношення (2.42) і (2.47) залежать від функцій, які визначають 
111 
вихідний контур і подовжню форму зубців твірної поверхні. Вони носять 
узагальнений характер і справедливі для зубчастих рейок загального вигляду. 
Нормальна кривизна функціональної поверхні в загальному вигляді 















 ,    (2.48) 
 
де d  і d  – диференціали координатних ліній   та  . 
Напрямок, в якому визначається кривизна, залежить від значень d  і d . 















 ,    (2.49) 
 
а кривизна вздовж ліній const , таким чином кривизна профілю (рис. 
2.20), дорівнює 
 
       






































  (2.50) 
Так як для даної функціональної поверхні коефіцієнти квадратичних 
форм 0nF  і 0nM , координатні лінії const  і const  є лініями 






Висновки до розділу 2 
1. Засновані на єдиній параметричній базі, в основі якої лежать 
уніфіковані керуючі параметри, комп'ютерно-інтегровані системи 
формоутворення дозволяють автоматизувати процес формоутворення, 
забезпечити інтерактивне керування всіма елементами системи 
формоутворення з одночасним візуальним аналізом її ефективності. 
2. Математичний опис поверхні, приведений до універсального виду на 
базі уніфікованих керуючих параметрів забезпечує апроксимацію точкового 
подання цих поверхонь сплайновими поверхнями і створює основу для 
використання єдиних методик, алгоритмів і програмного забезпечення при 
автоматизації процесу формоутворення, що в сукупності забезпечує як 
підвищення точності опису та виготовлення функціональних поверхонь 
деталей, так і підвищення ефективності процесу формоутворення. 
3. Інтерактивне керування формоутворенням функціональних 
поверхонь зубчастих коліс доцільно здійснювати двома способами: шляхом 
разміщення вихідної поверхні за допомогою функціональних залежностей 
геометрії поверхні і параметрів простору та, в подальшому, перетворення 
простору разом з поверхнею щодо нерухомого простору; шляхом зміни 
внутрішніх параметрів функціональних залежностей, що описують 
функціональну поверхню. 
4. Політканинні перетворення як один із способів деформації простору 
дозволяє керувати геометрією аналітично заданої поверхні з будь-яким її 
математичним представленням і створювати комп'ютерно-інтегровані 
системи формоутворення, засновані на єдиному математичному описі із 
загальними керуючими параметрами. Складність застосування 
політканинних перетворень полягає в необхідності встановлення первинних 
функціональних зв’язків з новою системою для кожного виду математичного 
опису поверхонь. 
5. В якості другого способу формоутворення функціональних 
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поверхонь доцільно використовувати опис поверхонь за допомогою сплайнів, 
з яких в автоматизованих системах проектування найбільш ефективними для 
забезпечення інтерактивного керування за допомогою керуючих точок є 
криві Безьє і NURBS. 
6. Для отримання геометричних і кінематичних показників 
контактуючих поверхонь в процесі формоутворення і експлуатації отримані 
математичні вирази, що залежать від уніфікованих керуючих параметрів, які 
описують такі елементи функціональної поверхні, як нормаль та її проекції 
на осі координат, коефіцієнти першої та другої квадратичних форм, 
нормальні кривизни в заданих напрямках. 
Матеріали розділу опубліковані в наступних роботах: [4], [27], [64], 
[68], [61], [73], [79], [86], [87], [91], [94], [126], [225], [233], [234], [235], [236]. 
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РОЗДІЛ 3 
УЗАГАЛЬНЕНИЙ ОПИС ФУНКЦІЇ ФОРМОУТВОРЕННЯ 
ЗУБЧАСТИХ КОЛІС 
Для створення комп'ютерно-інтегрованої системи забезпечення 
формоутворення зубчастих коліс необхідно розробити нові підходи до 
узагальненого опису параметрів функції формоутворення, уніфікувати її 
математичне подання та проаналізувати можливості підвищення 
ефективності її використання. 
При параметричному описі функції формоутворення доцільно 
використовувати матричне подання, яке дозволить переходити від одного 
класу схеми формоутворення до іншого в інтерактивному режимі. 
Особливий інтерес представляє класична класифікація кінематичних 
схем формоутворення, запропонована професором П.Р. Родіним [231]. На її 
основі можлива розробка математичного забезпечення ідеального процесу 
формоутворення з використанням керуючих уніфікованих параметрів. 
Необхідно, також, розглянути нові можливостей використання 
кінематичних схем формоутворення 3-го класу в частині розширення 
способів взаємодії контактуючих елементів. 
 
3.1. Кінематичні схеми формоутворення 3-го класу 
3.1.1. Третій тип кінематичних схем формоутворення 3-го класу 
Завдання проектування високопродуктивного та якісного інструменту, 
безусловно, є актуальними. Проектування інструменту ґрунтується на теорії 
формоутворення поверхонь, яка продовжує розвиватися і вдосконалюватися. 
В роботі [231] розглядаються кінематичні схеми формоутворення 
поверхонь при поєднанні прямолінійно-поступального і обертального рухів. 
Заслуговує на увагу третій клас кінематичних схем формоутворення, який 
характеризується тим, що рух поверхні деталі щодо інструменту буде 
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миттєвим гвинтовим рухом, який є результатом двох обертань навколо 
перехресних осей. 
Класифікація третього типу кінематичних схем формоутворення 3-го 
класу, розроблених професором Родіним П.Р. приведена в таблиці 3.1. 
Таблиця 3.1 
























































«Аналітичну залежність, що зв'язує переміщення ланок формотворною 
системи з траєкторією руху точок інструменту щодо оброблюваної деталі в 
системі координат оброблюваної деталі, будемо називати функцією 
формоутворення» [229]. 
«Для побудови функції формоутворення найбільш зручний матема-
тичний апарат перетворення координат, що використовує матриці і вектори 
четвертого порядку, застосування яких для виведення і аналізу рівнянь 
поверхонь в тривимірному просторі широко відомо з теорії зубчастих 
зачеплень і аналізу механіки роботів» [175]. 
Матричне подання функції формоутворення має вигляд: 
 
          ),,,(603416),,,( 11010222 NPrMMMaMMNPr mlmwplp   , 
 
де М позначає матрицю, а цифри після неї характеризують елементарні рухи: 
1, 2, 3 – елементарні переміщення, відповідно уздовж осей Х, Y, Z, а 4, 5, 6 – 
елементарні обертання, відповідно навколо осей Х, Y, Z. Індекси показують, 
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які системи координат пов'язує відповідна матриця М. У дужках вказані 
керуючі параметри, що впливають на структуру взаємодії спряжених 
поверхонь. 
На рис. 3.1 зображені системи координат кінематичних схем 
формоутворення 3-го класу. 
 
Рис. 3.1. Системи координат для кінематичних схем формоутворення 3-го 
класу 
 
Для того, щоб отримати інструментальну поверхню, крім функції 
формоутворення потрібно враховувати зв’язки, які пов’язують відносне 
переміщення заготовки та інструменту. 
«Всі L зв’язків, які наявні у верстаті при обробленні певної поверхні, 
складаються з зв’язків огинання Lог, прихованих зв’язків Lск та функціо-
нальних зв’язків Lф: 
L= Lог+ Lск+ Lф, 
причому в конкретних випадках будь-які з цих видів зв’язків як в окремих 
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випадках, так і сукупно можуть бути відсутніми, що відповідає оберненню в 
нуль певних доданків» [229]. 
«При обробці на металорізальних верстатах вельми поширені випадки, 
коли оброблювана поверхня виходить такою, яка огинає сімейства миттєвих 
положень різальних крайок інструменту. Виникаючі при цьому зв'язки між 
змінними називаються зв'язками огинання; вони органічно властиві схемі 
обробки і не вимагають для своєї реалізації будь-яких настроювальних 
вузлів» [229]. 
У нашому випадку зв'язок огинання знаходиться кінематичним способом: 
0
)12(
11 Vn , 
де 1n  – вектор нормалі до поверхні; 
)12(
1V – відносна швидкість ковзання. 
«Група функціональних зв’язків, на відміну від зв’язків огинання і 
прихованих, дозволяє змінювати швидкості або співвідношення між 
швидкостями вузлів формотворної системи, так як вони реалізуються або за 
допомогою апаратних пристроїв (гітари, кулачки і т.і.), або за допомогою 
програмних модулів в верстатах з ЧПК. Функціональні зв’язки завжди 
можуть бути представлені як у вигляді рівнянь, що включають швидкості 
руху ланок, так і у вигляді рівняння зв’язку між координатами цих рухів, що 
виходить в результаті інтегрування вихідної швидкісної залежності» [229]. 
У нашому випадку функціональний зв'язок являє передавальне число 
12 /u , 
 
де 1  и 2  – кутові швидкості обертання ланок. 
 
3.1.2. Четвертий тип кінематичних схем формоутворення 3-го 
класу 
Розвиток теорії формоутворення дозволяє розширити можливості 
взаємодії спряжених поверхонь і розглядати нові типи схем формоутворення, 
на основі яких можна створювати інструменти з покращеними 
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властивостями. 
В класифікацію кінематичних схем формоутворення необхідно 
включити четвертий тип кінематичної схеми формоутворення 3-го класу, 
представлений в таблиці 3.2. 
Таблиця 3.2 
































































Проведемо аналіз кінематичної схеми формоутворення третього класу, 
в основі якого лежить взаємодія аксоїдів циліндра і тіла, типу 
«однопорожнинний гіперболоїд», яка є новою, не вивченою її різновидністю 
[90]. 
Розглянемо процес шліфування на перехресних осях деталі 
циліндричним шліфувальним кругом (рис. 3.2). 
 
Рис. 3.2. Пара: циліндр – тіло, типу «однопорожнинний гіперболоїд» 
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Матричне подання четвертого типу кінематичної схеми формоутво-
рення 3-го класу має вигляд 
 
          ),,,(63416),,,( 110110222 NPrMzMMaMMNPr mlmwplp   . 
 
Тут зв’язки огинання і функціональні зв’язки аналогічні попередньому 








12 /u  
 
Але в цьому випадку додається прихований зв’язок. «При дублюванні 
однакових рухів різними вузлами верстата або при збігу огинаючої сімейства 
миттєвих положень поверхні інструменту з самою поверхнею утворюються 
приховані зв'язки між узагальненими координатами формотворною системи. 
Фізично такий зв'язок відповідає наявності «зайвого» руху, без якого процес 
формоутворення все одно був би можливий» [229]. 
Прихований зв’язок виникає у вигляді поступальної швидкості 
переміщення циліндричного інструменту уздовж своєї осі: 
 
tzV /11    (мм/сек), 
 
де z1 – відстань, на яку переміститься інструмент (мм); t – час, за який 
відбуватиметься рух. 
Для дослідження зачеплення з перехресними осями використовуємо 
три системи координат (рис. 3.3): рухомі системи 222111 zyxіzyx , пов'язані, 
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відповідно, з циліндричним зубчастим колесом 1 і шуканим гіперболоїдним 
інструментом 2, і нерухому систему xyz, щодо якої будемо задавати 
положення рухомих систем координат. Осями обертання ланок є відповідно 
1z  і 2z ,  – кут схрещування осей; wa  – найкоротша міжосьова відстань. 
Перехід від нерухомої системи координат xyz до рухомої 222 zyx  
зробимо в два прийоми: 1) перенесемо початок координат О1 у О2 і 
повернемо систему координат навколо осі x так, щоб кут між осями z і pz  
став рівним ; тоді система xyz прийме положення ppp zyx ; 2) далі 
повернемо систему ppp zyx  навколо pz  на кут 2 , в результаті чого система 
ppp zyx  перейде у 222 zyx . Система координат ppp zyx  є допоміжною і 
використовується лише при виведенні формул перетворення. 
 
Рис. 3.3. Системи координат 
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На рис. 3.3 наведено випадок, коли для спостерігача, який дивиться з 
боку додатних напрямків осей z1 і z2, спряжені колеса 1 і 2 обертаються проти 
годинникової стрілки.  
Вивод формул перетворень координат, припускаючи, що перехід 
відбувається від системи координат S1 до S2, ґрунтується на такому записі 
 
,1211122 rMrMMMr opop 






 –  матриці-стовпці радіусів-векторів 21 , rr  однієї і тієї ж точки в 
системах 
21 , SS ; 
01M  – матриця переходу від 01 SдоS ; 
pM2  – матриця переходу від 2SдоSp ; 
21M  – результуюча матриця для переходу від .21 SдоS  
Запишемо формули перетворення прямокутних координат при повороті 
осей. Тоді перехід від рухомої системи координат )( 1111 zyxS  до нерухомої 




















       (3.2) 
  
Далі запишемо формули перетворення прямокутних координат при 
паралельному перенесенні і повороті осей. Тоді перехід від нерухомої 
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Записуючи формули переходу від допоміжної системи )zyx(S pppp  до 
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  (3.7) 
 
Формули зв'язку між нерухомою системою )(xyzS  і рухомою 































   (3.8)  
 
Формули переходу від рухомої системи координат )( 2222 zyxS  до 




























    (3.9)  
  
Аналогічним чином визначимо формули переходу від 























































      (3.11)  
  
Рівняннями (3.6) задається зв’язок між координатами системи, що 
обертається, жорстко пов’язаної з виробом, що представляє собою 
циліндричне зубчасте колесо (система S )( 1111 zyx ), і координатами системи, 
що обертається, жорстко пов’язаної з гіперболоїдним колесом (система 
)( 2222 zyxS ). 
Розглянемо рівняння бічної поверхні циліндричних прямозубих і 
косозубих коліс, що мають узагальнений вихідний профіль. Під 
узагальненим будемо розуміти профіль, обмежений довільною кривою виду: 
 
),,(;),( 21111 yx PfyrPfx       (3.12) 
 
де ),(),,( 21 yx PfPf   довільні функції, що диференціюються необхідну 
кількість разів; 
  – змінна величина; 
1r  радіус кола, на якій розташовуються зубці колеса. 
Тоді рівняння циліндричного прямозубого колеса з урахуванням 
виразів (3.12) в рухомій системі координат )( 1111 zyxS , буде мати вид: 
 
  121111 );,(;),( zPfyrPfx yx    (3.13) 
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У векторній формі рівняння циліндричного прямозубого колеса з будь-
яким профілем можна записати у такий спосіб: 
 
kjPfirPfNPr yx   ),(]),([),,,( 2111  (3.14) 
 
Рівняння циліндричного косозубого колеса в рухомий системі 




















де 2/TP  . 
Аналогічна схема формоутворення може бути використана при обробці 
гіперболоїдної поверхні циліндричним обкатним різцем при подачі його 
уздовж осі різця (рис. 3.4). 
 
Рис. 3.4. Четвертий тип схеми формоутворення 3-го класу 
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Цей спосіб застосовується для виготовлення гіперболоїдних зуборізних 
фрез, використання яких дозволяє підвищити продуктивність і точність 
обробки зубчастих коліс і знизити собівартість виготовлення [56]. 
Використання цього типу схеми формоутворення дозволяє виготовляти 
недорогий високопродуктивний інструмент, який поліпшує якість механічної 
обробки деталей. 
 
3.1.3. П'ятий тип кінематичних схем формоутворення 3-го класу 
До різновиду кінематичних схем формоутворення третього класу можна 
віднести схему формоутворення при профілюванні поверхні за допомогою 
обертання прямої, яка утворює гіперболоїд [58], [59]. 
П'ятий тип кінематичної схеми формоутворення 3-го класу 
представлений в таблиці 3.3. 
Таблиця 3.3 































































В цьому випадку аксоїд тіла, типу «однопорожнинний гіперболоїд» 
перекочується по прямій, що проходить по його твірній, з одночасним 
переміщенням уздовж цієї прямої. Як приклад можна розглянути точіння 
деталі у вигляді однопорожнинного гіперболоїда, коли різальна кромка різця 
переміщається по твірній гіперболоїда.  
Заслуговує на увагу застосування цієї схеми при нарізанні витків 
гіперболоїдна інструменту, здатного обробляти зубчасті колеса різного 
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Рис. 3.5. Схема нарізування витків гіперболоїдного інструменту 
 
Матричне подання функції формоутворення: 
 









tzV /11  , де  cos21  waz . 
 
Тут переміщення здійснюється уздовж прямолінійної 




3.1.4. Спосіб нарізування гіперболоїдних зубчастих коліс і 
інструментів 
Використовуючи ідею п'ятого типу кінематичної схеми 
формоутворення 3-го класу, оформлений і отриманий патент № 68546 [205] 
(рис. 3.6). 
В основі винаходу лежить задача удосконалення способу нарізування 
гіперболоїдних зубчастих коліс таким чином, щоб отримати таку геометрію 
зубчастого колеса гіперболоїдної передачі, яка дозволяє гіперболоїдному 
колесу входити в зачеплення з циліндричним колесом будь-якого діаметру з 
різною кількістю зубців. У способі нарізання гіперболоїдних зубчастих коліс 
для гіперболоїдної передачі завдання вирішується так, що коли осі заготовки 
та інструменту схрещені, а кутові швидкості обернено пропорційні кількості 
їх зубців, нарізування виконують прямозубим довбачем на заготовці, 
виконаної у вигляді однопорожнинного гіперболоїда, подачею довбача 
уздовж прямолінійної формоутворюючої однопорожнинного гіперболоїда. 
Це дозволяє отримувати рух, аналогічний руху зубчастої рейки, тобто 
отримувати обкочування гіперболоїдного колеса довбачем нескінченно 
великого діаметру, що дозволяє отримувати гіперболоїдні колеса з 
принципово новою геометрією зуба. Суть показана на рис. 3.6, де зображено 
пристрій для реалізації запропонованого способу, який містить прямозубий 
довбач 1, гіперболоїдне колесо 2. Спосіб реалізується таким чином. На столі 
зубофрезерного верстата на оправці встановлюють прямозубий довбач 1. На 
інструментальному супорті верстата встановлюють заготовку для нарізання 
гіперболоїдного колеса 2. Вісь інструментального супорта повернута на кут γ 
по відношенню до осі столу верстата. Стіл верстата та інструментальний 
супорт обертаються з кутовими швидкостями обернення, пропорційними 
кількості зубців довбача 1 і нарізуваного гіперболоїдного зубчастого колеса 
2. Довбач переміщують з подачею S вздовж прямолінійних 
формоутворюючих однопорожнинного гіперболоїда. Переваги технічного 
рішення полягають у тому, що: можна отримати гіперболоїдні зубчасті 
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колеса з принципово новою геометрією зуба; підвищується продуктивність 
виготовлення зубчастих коліс; підвищується якість виготовлення 
гіперболоїдних коліс; з’являється можливість зчеплення одного 
гіперболоїдного колеса з різними циліндричними зубчастими колесами. 
 
Рис. 3.6. Спосіб нарізування гіперболоїдних зубчастих коліс і інструментів 
 
3.2. Зв'язки огинання 
Кінематичну схему формоутворення 4-го типу 3-го класу можна 
проаналізувати на прикладі пари «гіперболоїд-циліндр». Поверхня 
гіперболоїдного колеса знаходиться в зачепленні з огинаючою її поверхнею 
циліндричного колеса, жорстко пов’язаної з системою координат, що 
обертається .111 zyx  
Зазначені поверхні мають контакт за характеристиками. Це доводиться 
наступними міркуваннями. Нехай задано сімейство поверхонь, залежне від 
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кута повороту  , яке визначається наступним виразом: F(x,y,z, ) = 0. 
Змінюючи  , отримуємо різні поверхні сімейства. Візьмемо дві сусідні 
поверхні сімейства F(x,y,z, ) = 0 і F(x,y,z,+  )= 0. Припустимо, що ці дві 
сусідні поверхні будуть перетинатися. Тоді лінія перетину цих поверхонь 
запишеться наступною системою рівнянь [43]: 
 
0),,,(;0),,,(   zyxFzyxF  
 
Граничне положення зазначеної лінії перетину при   0 називається 
характеристикою поверхні (контактної лінією). Рівняння характеристики 
будуть наступними: 
 
0/),,,(;0),,,(   zyxFzyxF      (3.15) 
 
Змінюючи кут повороту системи координат отримаємо деяке місце 
характеристик, яке називається дискримінантною поверхнею. 
Виключивши кут повороту з системи рівнянь (3.15), отримаємо 
рівняння дискримінантної поверхні. Якщо дискримінантна поверхня 
торкається поверхні сімейства, то вона називається огинаючою. Огинаюча 
поверхня дотикається кожної поверхні сімейства уздовж характеристик. 
Суть методу утворення сполучених поверхонь (зуба циліндричного 
колеса зубом гіперболоїдна колеса) полягає в наступному. Візьмемо бічну 
поверхню зуба П1, жорстко пов'язану з колесом К1, і знайдемо її огинаючу Г2 
(гіперболоїд) у відносному русі колеса К1 по відношенню до колеса К2, 
жорстко зв’язаному з Г2. Ця огинаюча поверхня Г2 й буде шуканою 
поверхнею, спряженою з огинаємою поверхнею П1, так як взаємно огинаючі 
поверхні мають властивість спряжених поверхонь.  
З причини того, що огинаюча Г2 поверхні П1, жорстко пов’язаної з 
колесом К1, є геометричним місцем характеристик, що лежать на поверхні П1 
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в її відносному русі відносно поверхні Г2, вона буде лежати одночасно на 
поверхнях Г2 і П1; відповідно, поверхні Г2 і П1 будуть дотикатись по 
характеристикам, тобто будуть мати лінійний контакт [43]. 
Визначимо лінії контакту і огинаючу поверхню. Для визначення 
названих геометричних параметрів в теорії зубчастих зачеплень існує кілька 
методів [43]: 
1) Метод диференціальної геометрії, розроблений видатними 
математиками і механіками. Необхідно відзначити, що метод складний для 
вирішення конкретних завдань з геометрії і кінематики зачеплень.  
2) Метод Х.І. Гохмана [110] є основою аналітичної теорії просторових 
зачеплень. Запропонований Х.І. Гохманом метод спростив визначення 
огинаючої поверхні і ліній контакту поверхонь, що взаємно огинаються.. 
Застосування методу Х.І. Гохмана, як підкреслено вище, спростило 
розрахунок зачеплень в порівнянні зі звичайним методом диференціальної 
геометрії. Проте, сам шлях розрахунку залишався складним, що спонукало 
ряд дослідників зайнятися пошуками спрощень методу досліджень 
зачеплень. 
При вирішенні основних завдань теорії зачеплень дослідники виходили 
з наступної теорії просторових зачеплень: в точці М торкання бічних 
поверхонь зубців вектор швидкості відносного руху повинен лежати в 
площині, дотичній до дотичних поверхонь. Така умова пов’язаності випливає 
з того, що у відносному русі коліс поверхні зубців, як взаємно огинаючи 
поверхні, можуть лише перекочуватися і ковзати один по одному, і вектор 
швидкості відносного руху лежить в дотичній площині до поверхонь. 













     (3.16) 
 
132 
визначають лінії контакту, що виражають умови пов'язаності шуканих 
зубців. Дійсно, частинні похідні /1x / 1 , 1y / 1  та 1z / 1  знаходимо 
диференціюванням по 1  залежностей (3.7), які виражають x1y1z1 як функції 
від x2, y2, z2, враховуючи при цьому, що 1 / 2 =u12 . Очевидно, що вектор 
1Sd  елементарного переміщення у відносному русі визначиться таким 
виразом [43]: 
 
,/// 11111111111 kdzjdyidxSd       (3.17) 
 
де 1,, kji  орти координатних осей.  
Вирази 111111 /,/,/ zFyFxF   пропорційні напрямним косинусам 
















Тоді друге рівняння в (3.18) є не що інше, як скалярний добуток 
011  Sdn  в проекціях на прямокутні осі координат. Рівняння 011  Sdn  
висловлює умову перпендикулярності векторів нормалі і елементарного 
переміщення 1Sd , зводиться до вимоги, що в точці М торкання поверхонь 
зубців вектор швидкості відносного переміщення повинен лежати в площині, 
дотичній до поверхонь в точці М.  
При безпосередньому використанні основної теореми просторових 
зачеплень для визначення контактної лінії на поверхні зубців циліндричного 





111        (3.19) 
 
Перше з цих рівнянь виражає поверхню зубців у вигляді вектор-функції 
двох скалярних параметрів; друге рівняння, в якому 1n  – вектор нормалі, 
)12(
V – вектор швидкості відносного руху, висловлює сформульовану вище 
умову пов’язаності бічних поверхонь зубців. У координатному записі 



















  (3.20) 
   
























і залежать лише від виду заданої поверхні зубців. Вектор відносної 
швидкості 
)12(
V  визначається розташуванням осей обертання колеса та 
передавальним числом і від виду бічної поверхні не залежить.  
По методу Гохмана для визначення виразів 1111 /,/   yx  та 
11 / z , еквівалентних проекціям вектору елементарного переміщення 
необхідно скористатися досить складною процедурою: 1) Використовуючи 
формули зв'язку між системами координат спочатку знаходимо функції [43]: 
),,,,( 12122211 uzyxxx  ; 
);,,,,( 12122211 uzyxyy   
).,,,( 12,22211 1
uzyxzz   
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Потім знаходимо вираження частиних похідних цих функцій 
111111 /,/,/   zyx , котрі містять координати .,, 222 zyx  Для заміни 
222 ,, zyx  на 111 ,, zyx  слід скористатись функціями: 
 
),,,,,( 12111122 uzyxxx    
),,,,,( 12111122 uzyxyy    
).,,,,( 12111122 uzyxzz   
 
Всі ці дії необхідні для визначення проекцій вектору елементарного 
переміщення. У зв'язку з цим виникає таке питання: чи не можна для 
визначення вектору відносної швидкості скористатися методами, 
використовуваними в кінематиці? Позитивна відповідь на це питання була 
дана Шишковим В.А. [259], Давидовим Я.С. [122] та Литвиним Ф.Л. [179].  
Запишемо, базуючись на кінематичному методі ,0)12(1 Vn

 в більш 
докладному виді рівняння (3.18) контактної лінії на бічній поверхні зубців 
циліндричного колеса 1, якщо зубчастим зачепленням передається обертання 
між перехресними валами. Проекції вектору 
)12(
1V  швидкості відносного 

















































































  (3.21) 
 























а рівняння (3.21) після перетворень можна привести до залежності: 
 
0),,,,( 11  NPF  
 
Рівняння контактної лінії в рухомий системі координат )( 1111 zyxS  
запишемо тепер так: 
 
),,,,(11 NPxx   ),,,,(11 NPyy   
),,,,(11 NPzz  0),,,,( 11  NPF  
(3.22) 
 
Визначимо рівняння поверхні зачеплення. Для цієї мети запишемо 
рівняння (3.22) контактної лінії в нерухомій системі координат ),(xyzS  
скориставшись формулами переходу (3.10). У векторній формі запису це 
виглядатиме так: 
 
0),,,,( 11  NPF , 10111 ),,,,( rMrNPrr       (3.23) 
 
136 
У прямокутних координатах рівняння поверхні зачеплення 

















Рівняння (3.24) виражають поверхню зачеплення, як геометричне місце 
контактних ліній в нерухомій системі координат. Для визначення перетину 
поверхні зачеплення якою-небудь площиною, наприклад y = const, знайдемо, 
виходячи з виразів для 11 , xy , рівняння 
 
0),,,,( 12  NPF .       (3.25) 
 
Розглядаючи спільно рівняння 0),,,,( 11  NPF  
та ,0),,,,( 12  NPF  можна виключити один параметр, наприклад 1 , і 
знайти зв’язок між параметрами   та  . Далі, задаючись одним з параметрів 
поверхні, наприклад  , визначимо другий параметр  , а потім, 
використовуючи систему (3.24), розрахуємо координати x і z. Аналогічно 
знаходяться перетини поверхні зачеплення площинами z=const, x=const. 
Визначимо тепер рівняння бічної поверхні зубців гіперболоїдного 
колеса 2. У векторній формі ці рівняння виглядають так:  
 
0),,,,(),,,,( 111221211   NPFrMrNPrr    (3.26) 
  
У прямокутних координатах рівняння поверхні зубців гіперболоїдного 
колеса 2 з урахуванням виразів (3.6) і ,),(),(),( kzjyixr    
















































Ці рівняння виражають геометричне місце контактних ліній в системі 
координат, пов'язаної з гіперболоїдним колесом 2. Для перетину поверхні 
зубців який-небудь площиною, наприклад y2=const, необхідно знайти, 
використовуючи вирази y2, зв’язок між параметрами  ,,  1 у виді:  
 




0),,,,(,0),,,,( 1211   NPFNPF      (3.28) 
 
можна звести до одного рівняння зв'язку між параметрами   та  . Далі, 
задаючись одним з параметрів, наприклад  , знаходимо другий параметр  , 
а далі, використовуючи систему (3.27), обчислюємо координати перетину 
поверхні зубців гіперболоїдного колеса. 
Зауважимо, що розрахунок зачеплення циліндричного зубчастого 
колеса 1 з гіперболоїдним колесом 2 доцільно починати з визначення 
контактної лінії в нерухомій системі координат )( zyxS , а не в системі 
координат ),( 1111 zyxS  як це викладено вище. Контактна лінія визначиться 




       (3.29) 
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де n  вектор нормалі; 
)12(
V  – вектор швидкості відносного руху в нерухомій системі координат 
).zyx(S  


























































Для того, щоб отримати істинні значення проекцій швидкості 
відносного руху, праві частини рівнянь (3.31) необхідно помножити на 
величину )1(  кутової швидкості обертання циліндричного зубчастого 
колеса 1.  




 в рухомій системі )( 1111 zyxS , жорстко пов'язаної з циліндричним 





1 VLV  ,     (3.32) 
 









L                                       (3.33) 
 















































              (3.34) 
 
Зв’язок між проекціями векторів нормалі в системах координат 
























      (3.35) 
 
























wyx   (3.36) 
 
Систему (3.36) можна звести до залежності між параметрами 
1,  u  таким виразом 0),,,,( 11  NPF . 
Після цього для визначення поверхні зачеплення потрібно 
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    (3.37) 




 .      (3.38) 
 
Матриця 21M  була представлена раніше рівняннями (3.6). Для визна-
чення контактної лінії на поверхні зубців 1 можна скористатися рівняннями: 
 
).,,,(,0),,,,( 1111 NPrrNPF 

       (3.39)   
 
3.3. Побудова функціональної поверхні 
Рівняння сімейства поверхонь, що огинають (в нашому випадку 
гіперболоїдне колесо) поверхню циліндричного колеса можуть бути знайдені 
шляхом підстановки координат точок поверхні циліндричного колеса, 














































Для визначення шуканої гіперболоїдної поверхні до системи (3.40) 
необхідно приписати рівняння зв’язку ,0)12( Vn

 де n – вектор нормалі до 
поверхні зуба циліндричного колеса, вираженого рівнянням (3.40). 
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Використовуючи ці рівності, отримаємо вектори дотичних до ліній 







11 ,),(),(      (3.41)  





































































01 zn . 
(3.42) 
 
Для визначення нормальних кривзн, головних напрямків і інших харак-
теристик циліндричної поверхні (3.14) необхідно мати вирази для 
коефіцієнтів першої і другої квадратичної форм. У загальному випадку 






 rGrrFrE       (3.43) 












11 /;/;/   rnNrnMrnL    (3.44) 
  
де 1n  – одиничний вектор до нормалі поверхні. 
Визначимо коефіцієнти (3.43) і (3.44) для циліндричної поверхні (3.14). 
Для поверхні (3.14) перші похідні вектор-функції ),,,(
1
NPr   мають вид 
(3.41). 







  rrrjPfiPfr yx   (3.45) 
 
Проекції одиничного вектора нормалі до циліндричної поверхні (3.14) 
визначається виразами (3.42). 






11  GFPfPfE yx  .    (3.46) 
 
Підставляючи в (3.44) значення других похідних (3.45) і проекцій 































Маючи коефіцієнти першої та другої квадратичних форм, визначимо 
нормальні кривизни ліній, що лежать на циліндричній поверхні. Для цього 
можна застосувати метод, застосовуваний у диференціальної геометрії [97]: 
)/( 221
2
1  GddEdLK       (3.48) 
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Напрямки, в якому визначаються кривизни зуба циліндричного колеса, 
залежать від відношення  dd / . Так, нормальні кривизни уздовж ліній 






















































































  (3.50) 
 
Тоді рівняння зв'язку між параметрами 1,,   з урахуванням виразів 














































  (3.51) 
 
Якщо отриманий вираз (3.51) приписати до системи рівнянь (3.40), що 
представляють сімейство поверхонь, то отримаємо шукане основне 
гіперболоїдне колесо. 
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Рівняння верстатного зачеплення косозубого циліндричного колеса з 







































  (3.52) 
 
Таким чином, теоретично отримано просторове зачеплення поверхонь 
зубців гіперболоїдного колеса з циліндричним колесом. 
Рівняння (3.51) дозволяє визначити один із змінних параметрів. Так, 























     (3.53) 
 
Рівняння поверхні зачеплення легко отримати, записавши координати 
поверхні зуба циліндричного колеса (3.13) в нерухомій системі координат і 
використовуючи значення параметра μ з рівняння (3.53). Застосовуючи 
формули (3.2) переходу від рухомої системи координат )( 1111 zyxS  до 
нерухомої системи координат )( zyxS , отримаємо рівняння поверхні 
зачеплення в наступному вигляді:  




































  (3.54) 
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При фіксованому значенні рівняння (3.54) і (3.55) визначаємо лінії 
контакту зачеплення циліндричного колеса з квазігіперболоїдним колесом в 
нерухомій системі координат. 
Розроблений для просторових зачеплень алгоритм, заснований на 
теорії сплайнів та теорії формоутворення, дозволяє вибрати раціональну 
криву, яка описує контур поверхні твірного колеса і автоматично передати її 
в одну з CAD систем [50]. 
На рис. 3.7 приведена крива, розбита на сто ділянок, кожна з яких 
представляє сплайн. Розроблена теорія дозволяє розглядати кожну ділянку 
окремо, але вимоги до точності геометрії коліс дозволяють спростити задачу 
синтезу, апроксимувати всю ділянку кривої одним сплайном (рис. 3.8). 
  
Рис. 3.7. Точки контуру Рис. 3.8. Апроксимація сплайном 
 
Причому, математичний опис допоміжних кривих, які округлюють 
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вихідний контур біля ножки і на голівці зуба (рис. 3.9,б) має такий самий 
опис у вигляді кривої Безьє 3-го порядку. На рис. 3.9а,б показані розміри, що 
визначають відстань від осей системи координат до керуючих і опорних 
точок сплайнів кривих, що описують вихідний контур поверхні твірного 
колеса. 
Для зручності розміри збільшені в 10 разів. Координати цих точок є 





Рис. 3.9. Координати опорних і керуючих точок сплайна: 
а – вихідний контур; б – вихідний контур з допоміжними ділянками 
 
При виборі раціональної геометрії зубців просторового зачеплення 
велике значення мають параметри, що визначають кут схрещування між 
осями і число заходів гіперболоїдного колеса, що впливають на передавальне 
відношення. Всі ці параметри були враховані при отриманні математичних 
залежностей і розробці алгоритму визначення контактних ліній. На рис.3.10 
показано, як за допомогою розробленого програмного забезпечення «SCOT» 
[237] визначені точки контакту поверхонь зубців просторового зачеплення.  
 
Рис. 3.10. Приклад розрахунку координат контактних точок 
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Координати контактних точок автоматично зберігаються в текстовому 
файлі (рис. 3.11). 
 
Рис. 3.11. Координати контактних точок 
 
Для моделювання поверхонь зубців просторового зачеплення 
використовувалася система гібридного моделювання PowerSHAPE, 
розроблена компанією Delcam plc (Велика Британія). Алгоритм створення 
поверхні наступний. У заданій системі координат вибирається команда 
«Создать точку» . За допомогою подвійного кліка викликається 
командне вікно. Координати точок контактної лінії в отриманому текстовому 
файлі (рис.3.11) копіюються і вставляються після «Enter point>» в командне 
вікно (рис. 3.12). 
 
 
Рис. 3.12. Командне вікно 
 
В результаті цих дій на екрані відображається група контактних 




Рис. 3.13. Відображення контактних точок 
 
Поєднуючи контактні точки сплайнами, отримуємо контактні лінії на 




Рис. 3.14. Контактні лінії: 
а - на робочій поверхні зуба б –на допоміжних ділянках 
 







Рис. 3.15. Побудова поверхні зуба: 
а –поверхня робочої ділянки зуба; б – поверхня з допоміжними ділянками 
 
Далі по контактних лініях будується поверхня. На рис. 3.15а показано 
побудову поверхні робочої ділянки зуба, а на рис. 3.15б – поверхні зуба, 
включаючи допоміжні ділянки. 
 
3.4. Аналіз ліній контакту і умов обкатки 
3.4.1. Лінії контакту 
Довжина контактної лінії пов'язана з розмірами зуба (витка), а також 
визначає в деякій мірі контактну та зламну міцність зубців. 
З диференціальної геометрії відомо, що довжину кривої 1MM  можна 





2 2  dGddFdEdS        (3.56)  
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де dS – довжина контактної лінії. 
Визначаючи квадратний корінь з виразу (3.56) і інтегруючи в межах 



















FEL       (3.57)  
 
Підставляючи в цей вираз значення перших квадратичних форм, 
















1 )()),(()),((  ,   (3.58)  
 
де 21,  – відповідають точкам перетину контактних ліній з поверхнями 
виступів основного циліндричного колеса і основного гіперболоїдного 
колеса. Значення, що відповідає вершині зубців циліндричного колеса 
відомо. Що стосується λ, відповідного вершині основного гіперболоїдна 
колеса, то, в залежності від типу передач, рівняння для визначення його 
значення матимуть свій вигляд. 
Ці рівняння легко отримати, знаючи рівняння поверхні, що відповідає 
вершинам зубців колеса (гіперболоїд, площину, конус, циліндр). При цьому 
необхідно використовувати рівняння (3.6) при const1 .  dd /  – легко 
визначити, диференціюючи рівняння (3.54) та (3.55) при const1  [108]. 
Слід зазначити, що для деяких значень межі інтегрування в (3.57) 
визначаються точками перетину контактної лінії з торцями циліндричного 
колеса. В цьому випадку можна використовувати останню рівність (3.6) при 












Рис. 3.16. Дослідження ліній контакту і умов обкатки: 
б – поверхня зуба прямозубого колеса; контактування поверхонь зубців 
прямозубого колеса та гіперболоїдного інструменту по середній (в), 
початковій (г), кінцевій (д) лініям контакту; а, є – інструментальні панелі 
керування системами координат, пов’язаними з поверхнями зубців 
 
На рис. 3.16 показаний аналіз ліній контакту і умов обкочування [63]. 
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По довжині, формі і розташуванню контактних ліній на поверхні зубців 
інструменту і колеса можна судити про багато експлуатаційних властивостей 
проектованого інструменту. 
Алгоритм аналізу наступний. Спочатку в системі PowerSHAPE в 
глобальній системі координат створюємо систему координат, пов’язану з 
колесом та інструментом, відповідно (рис. 3.16а). У діалоговому вікні 
відзначаємо, що з даною системою буде пов’язана група об'єктів, створених в 
цій системі координат. В цьому випадку при повороті системи координат 
буде повертатися і пов'язана з нею поверхня зуба. На рис. 3.16,б показана 
поверхня зуба, створена за контактними номерами ліній в своїй системі 
координат. На рис. 3.16,в показано взаємодії поверхонь зубців колеса та 
інструменту при куті повороту інструмента 00. При зміні кута повороту 
інструменту від -400до +400 (рис. 3.16,д) поверхні колеса та інструменту 
перекочуються від одного торця (рис. 3.16,в) до іншого (рис. 3.16,г). 
Більшість геометричних та кінематичних показників аналізуються в 
напрямку, перпендикулярному лінії контакту. Це перш за все наведена 
кривизна і сумарна швидкість переміщення точок контакту. 
 
 
3.4.2. Функціональні обмеження передач з перехресними осями 
Коефіцієнт перекриття є важливим показником працездатності 
гіперболоїдної передачі, оскільки він визначає кількість зубців, які беруть 
участь одночасно в роботі. Чим більше зубців контактує, тим плавніше йде 
робота. При розгляді питання про коефіцієнт перекриття, будемо 
враховувати осьове і профільне перекриття [6], [23], [37], [43]. 
Нехай 1  відповідає точці, розташованій на вершині зубців 
циліндричного колеса, 2  – точці, розташованій на вершині зубців 





















































, , отримаємо співвідношення для визначення 









        (3.60)   
 
де 1z – кількість зубців циліндричного колеса. 
Рівняння (3.59) можна вирішити методом послідовних наближень або 
будь-яким іншим методом чисельного аналізу. 
Коефіцієнт осьового перекриття можна визначити наступним чином. 
Нехай задано значення 0   і значення, на відповідних торцях 
циліндричного колеса 
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, zzzz  , де 21 , zz  – значення для першого і 
другого торців циліндричного колеса. 
Підставивши в рівняння (3.59) замість z  значення 1z  і замість   
значення 0 , отримаємо рівняння для визначення 10 . При 2zz   
отримаємо рівняння для визначення 
20 . Тоді коефіцієнт осьового 









         (3.61) 
 
де a  – коефіцієнт осьового перекриття. 
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Очевидно, коефіцієнт перекриття s  (3.60) при переході від одного 
перерізу z до іншого буде змінюватися. Змінюється і осьової коефіцієнт 







      (3.62) 
 
де  FFF ,,1  – частинні похідні, знаходимо з рівняння верстатного 





   визначимо з виразів (3.14) і (3.50). 
Залежність (3.62) дозволяє визначити граничні точки на поверхні 
зубців циліндричних коліс. При цьому, наприклад, для прямозубого колеса 
необхідно використовувати рівняння зачеплення (3.51) і рівняння поверхні 
зубців колеса (3.13). Знаходження граничних точок можна робити в такий 
спосіб. З рівняння зачеплення (3.51) визначаємо ),( 1   за формулою 
(3.53). При заданому значенні   з (3.62) визначаємо )( 1 . Після чого для 
кожного значення 1  в межах поля нарізування визначимо координати 
граничних точок. Зауважимо, що для конкретного виду передач 
послідовність знаходження граничних точок може бути змінена. При цьому 
необхідно граничні точки визначати для обох сторін зубців, оскільки умови 
підрізання в загальному випадку для кожної сторони зуба циліндричного 
колеса не однакові. Зауважимо, що верстатне зачеплення, що розглядається, 
буде працездатним, якщо один з коефіцієнтів a  або S  матиме значення 
більше одиниці. 
 
3.4.3. Умови підрізання зубців 
Підрізання зубців циліндричного колеса, викликає зменшення робочих 
ділянок поверхонь, негативно впливає на міцність зубців, оскільки підрізання 
послаблює основу зубців і, тим самим, призводить до зниження зламної 
стійкості зубців. Тому при створенні зубчастих передач необхідно 
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обмежувати твірну поверхню, виключаючи з неї особливі точки [43], [134], 
[136], [177], [178], [256], [269]. 
Для визначення умов відсутності підрізання зубців колеса, що 
нарізується, скористаємося методом, викладеним в роботах [42], [43], [134], 
[178]. Використовуючи системи рівнянь з цих робіт для однопараметричного 
огинання і замінивши незалежні параметри іU  відповідно параметрами 


















     (3.63)  
 




































   (3.64)  
 
Рівність (3.63) є додатковою умовою для визначення особливих точок 
на поверхні, що нарізується. 
Граничні точки на поверхні зубців циліндричних коліс отримаємо, 










     (3.65)  
 







   – визначимо з виразів (3.14) та (3.50). 
Залежність (3.65) дозволяє визначити граничні точки на поверхні 
зубців циліндричного колеса. При цьому необхідно використовувати 
рівняння верстатного зачеплення (3.51) і рівняння поверхні зубців 
циліндричного колеса (3.13). Відшукання граничних точок здійснюється в 
такий спосіб [43]. З рівняння верстатного зачеплення (3.51) визначаємо 
),( 1  за формулою (3.53). При цьому значенні   з (3.65) визначимо 
)( 1 . Після чого, для кожного значення 1  в межах поля зачеплення, 
визначимо координати граничних точок, використовуючи рівняння (3.13). 
Зауважимо, що для конкретного виду верстатного зачеплення послідовність 
знаходження граничних точок може бути змінена. При цьому необхідно 
граничні точки визначати для обох сторін зубців, оскільки умови підрізання в 
загальному випадку для кожної сторони зуба циліндричного колеса 
неоднакові. 
 
3.5. Кінематичні схеми формоутворення 2-го класу 
3.5.1. Перетворення координат кінематичних схем формоутворення 
2-го класу 
Системи координат кінематичної схеми формоутворення 2-го класу 
першого і другого типу представлені на рис. 3.17. 
Початковий циліндр заготовки перекочується по початковій площині 
твірної поверхні. Площина YnOnZn є початковою площиною рейки, площина 
YOZ збігається з площиною YnOnZn, при цьому вісь OZ збігається з полюсною 
прямою. Вісь OY співпадає з віссю OnYn. Площина YOХ проходить через 
середній торцевий перетин передачі. Вісі O1Z1 та O2Z2 є осями обертання 
коліс, що нарізуються, і паралельні осі OZ. R1 і R2 – радіуси початкових 
циліндрів, а 1 й 2 – кути повороту шестерні і колеса. Надалі індексом «1» 
будемо позначати елементи, які відносяться до шестерні, індексом «2» – 
елементи, які відносяться до колеса. При повороті заготовки на кут i твірна 
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поверхня переміститься на величину Rii. 
 
 
Рис. 3.17. Системи координат: 
S1 – система координат, пов’язана з ведучим зубчастим колесом (шестернею); 
S2 – система координат, пов’язана з веденим зубчастим колесом; S – 
нерухома система координат. 
 
Перехід від однієї системи координат до іншої здійснюватимемо 
матричних способом. 
Матричне подання другого типу кінематичної схеми формоутворення 
2– го класу 
 
          ),,,(6030416),,,( 11121222 NPrMMMRRMMNPr kmklmplp  
 
Воно відповідає матричному поданню кінематичної схеми 
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формоутворення 3-го класу за умови, коли кут схрещування між осями 
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і функціональний зв’язок 
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залишаються без змін. 
Надалі нам знадобляться наступні матриці переходу [217]: 
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;                             (3.67) 
 





















;                  (3.68) 
 
















 .                                  (3.69) 
 



















.                         (3.70) 
 
Тут i=1 для шестірні, i=2 для колеса; верхній знак відповідає 
шестірні, нижній – колесу. 
Матриця переходу від системи координат S1 у S2 має вигляд 
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 . (3.71) 
 








iin Ry  . 
 
Застосовуючи матрицю (3.66) для перетворення координат поверхні 




),(1 хPfx  ; 
  iiуn RPfNyy   cos),(, 2 ; 




3.5.2. Зв'язки огинання для схем формоутворення 2-го класу 
Зв'язки огинання поверхні зубців та інструментальної поверхні 




i eVF ,      (3.73) 
 
де ne  – одиничний вектор нормалі (2.40); 
niV  – відносна швидкість у верстатному зачепленні інструментальної 











 .      (3.74) 
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Враховуючи (3.69), (3.70) і (2.32) маємо 
 
       jPfiRPfNyV хiiуnni  ,cos,, 12   .  (3.75) 
 
Для отримання дійсного значення відносної швидкості необхідно праву 
частину виразу (3.75) помножити на кутову швидкість i . 
Підставляючи в (3.73) значення (2.40) і (3.75), отримуємо рівняння 
зв'язку огинання у вигляді: 
 
   0sincos),,,(),,,( 2   iini RNPyNPF  , (3.76) 
де   уPf ,212  ; 














 .  
Рівняння (3.72) спільно з (3.76) визначає поверхню верстатного 
зачеплення, тобто геометричного місця точок, в яких відбувається контакт 
інструментальної поверхні і нарізуваної поверхні. Виключивши з цих рівнянь 
один з параметрів, наприклад i , отримаємо рівняння поверхні верстатного 
зачеплення в параметричному вигляді: 
 
),(1 хPfx  ; 
cos1y ; 




При використанні для нарізування зубців шестерні і колеса однієї і тієї 
ж твірної поверхні матимемо випадок лінійного контакту в робочому 
зачепленні. Для зубчастих передач, нарізаних без зміщення інструмента, 
поверхня верстатного зачеплення збігається з поверхнею робочого 
зачеплення коліс. 
При constz   рівняння (3.77) визначає лінію верстатного зачеплення в 
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торцевій площині. Для передач з лінійним контактом ця лінія верстатного 
зачеплення буде лінією робочого зачеплення коліс в торцевій площині. Для 
передач з точковим контактом лінія зачеплення в торцевій площині 
вироджується в точку. 
При consti   рівняння (3.72) і (3.76) визначають лінію миттєвого 
контакту (характеристику) твірної поверхні і поверхонь зубців нарізуваних 
коліс, яка для передач, нарізаних без зміщення інструменту збігається з 
лінією миттєвого контакту зубців коліс, які зачіпляються. 
Відносна швидкість в верстатному зачепленні з урахуванням (3.75) і 
(3.76) визначається для 1i  по формулі: 
 
  jPfiV х
ni ,cos 11   .    (3.78) 
 
3.5.3. Параметри поверхонь зубців нарізуваних коліс 
Для визначення рівнянь поверхонь зубців нарізуваних коліс необхідно 
представити рівняння поверхні верстатного зачеплення в системах координат 
S1 або S2. Для цього скористаємося матрицею переходу (3.67). Рівняння 
поверхонь контактуючих зубців в системі координат Sі мають вигляд: 
 
  iiiхi RPfx  sincoscos),( 11  ; 
   iiхii PfRy  coscossin, 11  ; 




Рівняння (3.79) дозволяють визначити товщину зубців при розрахунку 
на згин, а також контрольні розміри нарізуваних зубчастих коліс. 
При consti   рівняння (3.79) є рівняннями миттєвих ліній контакту 
коліс, зачеплення. При constz   ці рівняння описують профілі зубців 
шестерні та колеса в торцевому перетині, а при const  – профілі зубців в 
нормальному перетині. 
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При const  рівняння (3.79) являють собою рівняння гвинтових ліній. 
Радіуси циліндрів, на яких розташовані ці лінії, можна визначити за 
формулою 22 iibi yxR   або, з урахуванням (3.79), 
 
     ,cos, 21
2
1
  ixbi RPfR   (3.80) 
 
де верхній знак для шестерні, нижній – для колеса. 
Оскільки   в загальному випадку величина змінна, то при const  
1bR  і 2bR  змінюються уздовж зубчастого вінця. 
Рівняння (3.80) можна використовувати для визначення  , 
відповідного граничним точкам поля зачеплення передачі. Для цього в праві 
частини співвідношення (3.80) необхідно підставити значення 1аR  та 2aR  – 
радіусів кіл вершин зубців, відповідно, шестерні і колеса, та вирішити їх 
щодо  . Отримані значення   дозволяють визначати деякі показники 
працездатності нарізуваних передач. 
Для визначення товщини зубців у торцьовому перерізі необхідно 
задати значення zi і з останнього рівняння (3.80) визначити   . Далі, при 
заданих 1bR  і 2bR  з рівняння (3.80) визначити 1  і 2 , а з рівняння 
зачеплення (3.76) кут i . 
Підставляючи отримані  ,  ,   в перші два рівняння (3.79), 
знаходимо координати профілю зуба в торцьовому перерізі для заданих 1bR  і 
2bR . 
Для симетричного вихідного контуру товщина зуба нарізаного колеса в 
торцевому перетині дорівнює 
 
   iiхii PfRyS  coscossin,22 11  .  (3.81) 
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Відстань від вершини зуба до вимірювальної хорди (вимірювальна 
висота) дорівнює iai xRh * , де ix  – визначаються з першого рівняння 
(3.79). 
Для несиметричного вихідного контуру необхідно визначити позитивні 
та негативні значення iy  і, для отримання S, значення iy  підсумовувати за 
абсолютною величиною. 
При визначенні товщини зубців у співвідношеннях (3.80) замість biR  
необхідно прийняти aiR . 
 
3.5.4. Інтерактивне керування процесом формоутворення для 
кінематичних схем формоутворення 2-го класу 
Використовуючи наведені вище математичні залежності, було 
розроблено програмне забезпечення «SAlAT», призначене для комплексного 
параметричного моделювання систем і процесів формоутворення 
функціональних поверхонь [236]. Воно дозволяє (рис. 3.18) за допомогою 
курсору безпосередньо на екрані монітора, керувати: 
- геометрією вихідного контуру твірної поверхні; 
- формою робочих ділянок кривих, що описують зубці шестірні і колеса 
в нормальному перерізі; 
- формою лінії зачеплення, яка представляє собою геометричне місце 





Рис. 3.18. Керування елементами системи формоутворення 
 
На рис. 3.19 показана копія екрану монітора з відповідними 
поясненнями. На цьому малюнку видно, що при зміні кривої вихідного 
контуру твірної поверхні 1 за допомогою керуючих точок 4 кривої Безьє, 
відбувається зміна кривих, що описують робочу ділянку зубців шестерні і 
колеса. 
Аналогічно, на рис. 3.20, можна спостерігати, як при зміні кривої 
вихідного контуру твірної поверхні за допомогою керуючих точок кривої 








Рис. 3.19. Керування робочими ділянками зубців: 
1 - крива вихідного контуру твірної поверхні; 2 - крива, що описує робочу 
ділянку зуба шестерні; 3 - крива, що описує робочу ділянку зуба колеса; 





Рис. 3.20. Керування лінією зачеплення 
 
На рис. 3.21 показано три положення кривих, отриманих в процесі 




Рис. 3.21. Аналіз взаємодії елементів в процесі обкатки 
 
Висновки до розділу 3 
1. Запропоновано новий підхід до узагальненого опису функції 
формоутворення, заснований на її матричному представленні і уніфікованих 
керуючих параметрах кривої, яка описує профіль зуба, що дозволило 
уніфікувати математичний опис і реалізувати інтерактивне керування 
структурою системи формоутворення. 
Суть нововведення полягає в тому, що перехід від системи координат 
оброблюваної поверхні до системи координат інструментальної поверхні 
здійснюється за допомогою добутку одного й того ж набору елементарних 
матриць четвертого порядку, кожна з яких характеризує тільки один 
елементарний поступальний або обертальний рух між сусідніми ланками і 
визначається одним параметром, що відповідає значенням цього руху, а 
перехід від одного класу кінематичної схеми формоутворення до іншого 
відбувається обнуленнями параметра відповідної матриці. Варіювання 
параметрів матриць дозволяє автоматизувати вибір кращої схеми 
формоутворення, структури формоутворюючої системи та відповідної 
інструментальної поверхні. 
2. Розглянуті нові можливості використання кінематичних схем 
формоутворення, запропонованих професором П.Р. Родіним в частині 
окремих типів кінематичних схем формоутворення 3-го класу. Додано нові 
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типи кінематичних схем формоутворення 3-го класу, використання яких 
розширює технологічні можливості механічної обробки деталей, зокрема 
кочення з ковзанням гіперболоїда по циліндру і кочення з ковзанням 
гіперболоїда по твірній прямій. Це створило передумови для створення 
прогресивних інструментів, а саме гіперболоїдних фрез, хонів, шліфувальних 
кругів, притирів, накатників. 
3. Отримано і проаналізовано зв’язані поверхні деталей та 
інструментів, які взаємодіють в процесі формоутворення. Отримано 
математичний опис і виконано аналіз ліній контакту спряжених поверхонь. 
4. Для кінематичних схем формоутворення 2-го класу отримано 
уніфікований опис функції формоутворення в матричному вигляді, отримані 
математичні залежності для опису спряжених поверхонь. Наведено 
комп’ютерну реалізацію процесу інтерактивного керування формою профілів 
зубців зубчастих коліс та інструментальної поверхні. 
Матеріали розділу опубліковані в наступних роботах: [28], [50], [56], 
[57], [58], [64], [90], [205], [236], [237]. 
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РАЗДЕЛ 4 
ГЕОМЕТРИЧНІ ТА КІНЕМАТИЧНІ ПОКАЗНИКИ ПРОЦЕСУ 
ФОРМОУТВОРЕННЯ ФУНКЦІОНАЛЬНИХ ПОВЕРХОНЬ 
Для попередньої оцінки умов взаємодії інструментальних і 
оброблюваних поверхонь в процесі формоутворення зубчастих коліс та 
взаємодії функціональних поверхонь зубців зубчастих передач 
використовуються такі геометричні та кінематичні показники [28], [92], 
[101], [162], [289]: 
1. Відносна швидкість ковзання поверхонь, що беруть участь в 
процесі формоутворення. Характеризує продуктивність процесів механічної 
обробки, зношування інструменту та контактуючих поверхонь зубців 
зубчастих коліс в процесі їх експлуатації. 
2. Кут між вектором відносної швидкості ковзання і напрямком 
контактних ліній. Характеризує якість і продуктивність обробки деталей, 
гідродинамічні умови змащення зубчастих передач. 
3. Приведена кривизна в напрямку, перпендикулярному лінії 
контакту поверхонь, що беруть участь в процесі формоутворення. 
Характеризує сили різання, пластичної деформації, навантажувальну 
здатність функціональних поверхонь зубців зубчастих коліс в процесі їх 
експлуатації.  
4. Сумарна швидкість переміщення точок контакту поверхонь, що 
беруть участь у процесі формоутворення. Характеризує продуктивність 
процесу формоутворення, гідродинамічні умови змащування. 
5. Коефіцієнти питомих ковзань. Характеризують продуктивність 
механічного оброблення, зношування інструменту та функціональних 
поверхонь зубців зубчастих коліс в процесі їх експлуатації. 
Проведемо детальний аналіз суті наведених вище геометричних та 
кінематичних показників, а також їх впливу на процеси формоутворення і 
експлуатації зубчастих коліс.  
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4.1. Аналіз відносної швидкості ковзання поверхонь, що беруть 
участь в процесі формоутворення 
Розглянемо гіперболоїдну пару, що складається з циліндричного 
прямозубого (косозубого) колеса та гіперболоїдного інструменту. Цілком 
зрозуміло, що в цьому випадку циліндричному колесу з кількістю зубців z1, з 
модулем m та різними кутами схрещування   будуть відповідати багато 
гіперболоїдних інструментів при заданій різній кількості зубців z2. В даному 
випадку будемо мати гіперболоїдну пару, зубчасте колесо та інструмент якої 
матимуть спряжені поверхні зубців з лінійним контактом, так як твірна 
циліндрична поверхня для одного з них збігається з головною поверхнею 
парного зубчастого колеса. 
В даному випадку рух поверхні циліндричного колеса щодо 
гіперболоїдного інструменту буде миттєвим гвинтовим рухом, який є 
результатом двох обертань навколо перехресних осей [232]. В даному 
випадку відносний рух циліндричного колеса щодо гіперболоїдного 
інструменту можна уявити як кочення з ковзанням циліндра по гіперболоїду 
(рис. 4.1). Осі прямозубого циліндричного колеса 1 та гіперболоїдного 
інструмента 2 схрещуються в просторі під кутом .  
Ковзання, що виникає в процесі зачеплення профілів визначається з 
рис. 4.1 наступним рівнянням [14], [32], [38], [41], [45], [109], [156]: 
 
,][][][][ 2)12(2)12(2)12(2)12( zyx VVVV      (4.1) 
 
де )12()12()12( ,, zyx VVV  визначаються з рівнянь (3.31), в яких x, y, z мають 




Рис. 4.1. Відносна швидкість ковзання 
 
Підставляючи ці значення x, y, z до рівняння (3.31), отримаємо 
















































Використовуючи рівняння (4.1), визначаємо швидкість ковзання в 
точках профілів коліс. Так як при const1  рівняння (4.1) визначає відносну 
швидкість в точках контактних ліній, при constz   – відносну швидкість 
в точках профілю зубців колеса, а при const – матимемо зміну відносної 
швидкості по довжині зуба. 
Прирівнюючи праву частину рівняння (4.1) до нуля, отримуємо 
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рівняння для визначення параметрів, що характеризують точки на поверхні 
циліндричного колеса, в яких швидкість ковзання дорівнює нулю. Це 
означає, що необхідно змінювати геометричні параметри циліндричних коліс 
і гіперболоїдних інструментів так, щоб розглянута швидкість була б 
мінімальною. 
Для отримання істинних значень проекцій відносної швидкості 
необхідно праві частини рівнянь (4.2) помножити на кутову швидкість 
циліндричного колеса 1

 [49], [54], [57]. 
В роботі виконано порівняльний аналіз результатів розрахунку 
відносної швидкості ковзання при накатці зубчастих коліс інструментом з 
евольвентним профілем витків [60] та інструментом з профілем, описаним 
кривою Безьє 3-го порядку, отриманою в результаті апроксимації евольвенти. 
Результати розрахунків практично збіглися (рис. 4.2). 
 
 
Рис. 4.2. Відносна швидкість ковзання 
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За допомогою програмного забезпечення «SCOT» призначеного для 
синтезу контактних точок спряжених поверхонь [237] були отримані 
контактуючі поверхні та проведений аналіз відносної швидкості ковзання 
[63]. 







Рис. 4.3. Візуалізація результатів відносної швидкості ковзання: 
побудова векторів швидкості точки контакту на інструменті (а) і 
зубчастому колесі (б); в – побудова вектору відносної швидкості 
 
Для побудови відносної швидкості будуємо в системах координат 
колеса та інструменту допоміжні площини через точку контакту, 
перпендикулярно до осей обертання, відповідно, колеса та інструменту, 
будуємо в них кола та в точці контакту відкладаємо відрізки по дотичній до 
допоміжних колах довжиною, що дорівнює значенню швидкості точки 
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контакту (рис. 4.3,а, рис. 4.3,б). Поєднуючи кінці цих відрізків, отримуємо 
вектор відносної швидкості (рис. 4.3,в), який буде лежати в площині, 
паралельній дотичній площині до поверхні зубців. 
 
4.2. Аналіз кута між вектором відносної швидкості ковзання і 
напрямком контактних ліній 
Формоутворення зубчастих коліс багато в чому залежить від кута між 
вектором відносної швидкості ковзання і лініями контакту при фіксованому 
куті повороту 1  циліндричного зубчастого колеса. Чим більше кут  , тим 
менше кут між вектором відносної швидкості та напрямом лінії контакту. 
Кут між вектором відносної швидкості 
)12(
V  та вектором 1  – 











 – вектор дотичної до контактної лінії. 
Маючи на увазі, що вектор 1  лежить у дотичній до різальної кромки 
площині, представимо його у вигляді лінійної комбінації векторів 1r  та 

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    (4.5)  
 
Перетворюючи вирази (4.5) та розклавши вектор відносної швидкості 
)12(
V  за напрямками 1r  та 
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Тоді кут між векторами 
)12(
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  (4.9) 
 
Кут   між вектором відносної швидкості 
)12(
V  та лінією контакту 1  







 FVrFVr      (4.10) 
 
Цю умову можна використовувати для виключення рівних кутів між 
вектором відносної швидкості і лінією контакту, коли різання буде 
найсприятливішим. І навпаки, вираз (4.10) можна використовувати при 
синтезі гіперболоїдної передачі по найбільш вигідному значенню кута між 











1  VrFVrPfPfF yx
   (4.11) 
 
кут .00   Цей вираз показує найсприятливіші умови роботи зубців 
гіперболоїдної передачі. 
В роботі виконано порівняльний аналіз результатів розрахунку кута 
між вектором відносної швидкості ковзання і напрямком контактних ліній 
при накатуванні зубчастих коліс інструментом з евольвентним профілем [60] 
та інструментом з профілем, описаним кривою Безьє 3-го порядку, отриманої 
в результаті апроксимації евольвенти. Результати розрахунків практично 
збіглися (рис. 4.4). 
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За допомогою програмного забезпечення «SCOT», призначеного для 
синтезу контактних точок складних поверхонь [237], були отримані 
контактуючі поверхні та проведений аналіз кута між вектором відносної 
швидкості ковзання і напрямком контактних ліній [63]. Візуалізація 
результатів аналізу кута між вектором відносної швидкості ковзання і 
напрямком контактних ліній представлена на рис. 4.5. 
 
 
Рис. 4.4. Кут між вектором відносної швидкості ковзання  
і напрямком контактних ліній 
 
178 
Для аналізу необхідно провести січну площину через відрізок, що 
характеризує відносну швидкість і через точку контакту (рис. 4.5,а). Між 
лінією перетину цієї площини з поверхнею зуба та лінією контакту можна 
інтерактивно аналізувати кут між вектором відносної швидкості ковзання і 





Рис. 4.5. Візуалізація результатів аналізу кута між вектором відносної 
швидкості ковзання і напрямком контактних ліній: 
а – побудова проекції вектору відносної швидкості на поверхню зуба; 
б – візуалізація кута між вектором відносної швидкості ковзання і напрямком 
контактних ліній 
 
4.3. Аналіз сумарної швидкість переміщення точок контакту 
поверхонь, що беруть участь у процесі формоутворення 
Швидкість переміщення точок контакту в напрямку, 
перпендикулярному лінії контакту істотно впливає на формоутворення 
зубчастих коліс. Введемо наступні позначення: 

)1(









V  вектор швидкості відносного ковзання, який впливає на 
зношування спряжених поверхонь. 
Між наведеними швидкостями контактних точок існує такий зв'язок 
[18], [43], [101], [103], [155]: 
 
)12()1()2()12()1()2(
VVVVVV     (4.12) 
 
Швидкість руху точки контакту по поверхні зубців циліндричного 
колеса в рухомий системі координат x1y1z1 (рис. 3.3) можна отримати, 













 – часткові похідні вектору ),,,(1 NPr   по  та  відповідно.  
Нехай в системі координат x1y1z1 заданий одиничний вектор q

. 
Визначимо швидкість переміщення точки контакту в напрямку, 





0/)(/)( 11  dtdqrdtdqr 
     (4.14)  
 
Додамо до цієї рівності співвідношення, що отримується при 
диференціюванні рівняння верстатного зачеплення (3.51).  
 
0/// 1
1  dtdFdtdFdtdF       (4.15)  
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У співвідношеннях (4.14) та (4.15) три невідомих dtddtd /,/  , 
dtd /1 . Одним з невідомих задаємося, поклавши, наприклад, 1/1 dtd . 
Решту невідомих визначимо, вирішивши систему рівнянь (4.14) і (4.15). 




















     (4.16) 
 





   . (4.17) 









 – модуль вектору нормалі до поверхні зуба циліндричного колеса; 
1l  – одиничний вектор нормалі цієї поверхні (проекції цього вектору 
визначаються рівністю (3.42)). 



















При дослідженні питомих ковзань передач виникає необхідність 
визначення швидкості руху точок контакту в напрямку заданого вектора. 






. Необхідно визначити 0
)12(
V  в напрямку заданого 
вектора. У даному випадку вектор q








      (4.19) 
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де 11,GE  – коефіцієнти першої квадратичної форми поверхонь контактуючих 
зубців. 




















Визначимо сумарну швидкість руху точок контакту в напрямку, 
перпендикулярному вектору q

. Для цього скористаємося співвідношеннями 
(4.18). Згідно з цими співвідношеннями вектор сумарної швидкості 
переміщення точок контакту в напрямку, перпендикулярному до одиничного 
вектора q








   (4.21) 
 
Для знаходження істинного значення швидкості знайдемо проекцію 






          (4.22) 
 
Помноживши скалярно обидві частини рівності (4.21) на вектор (4.22), 







   (4.23) 
 
Залежність (4.23) визначає сумарну швидкість руху точок контакта в 
довільному напрямку, який визначається одиничним вектором q

 . Попутно 
визначимо сумарну швидкість точок контакта в напрямку вектора a  під 
кутом   до вектора 
1
  – дотичного контактній лінії основних поверхонь 















   .    (4.24) 
 
















        (4.25) 
 
Перетворюючи праву частину цієї рівності з використанням 
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   (4.26) 
 
Співвідношення (4.26) можна використовувати при довільному 
значенні кута  . Так, наприклад, при  =0 отримаємо  FFdd //  , що 
відповідає напрямку вектора 1













 ,      (4.27) 
 






















































  (4.30)  
 
Вважаючи в співвідношеннях (4.28) і (4.30) 0 , маємо наступну 
формулу для визначення сумарної швидкості руху точок контакту в 


































 FGFEA   – модуль вектору; 






11  GFPfPfE yx   
 

































































































































































































































   (4.35)  
 
найгірші умови для роботи циліндрично-гіперболоїдної передачі для точок 
контакта, для яких 
u =0. 
В роботі виконано порівняльний аналіз результатів розрахунку 
сумарної швидкості переміщення точок контакту в напрямку, 
перпендикулярному лінії контакту при накатуванні зубчастих коліс 
інструментом з евольвентним профілем витків [60] та інструментом з 
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профілем, описаним кривою Безьє 3-го порядку, отриманою в результаті 




Рис. 4.6. Сумарна швидкість переміщення точок контакту в напрямку, 
перпендикулярному лінії контакту 
 
За допомогою програмного забезпечення «SCOT», призначеного для 
синтезу контактних точок складних поверхонь [237], були отримані поверхні, 
що контактують та проведений аналіз сумарної швидкості переміщення 
точок контакту в напрямку, перпендикулярному лінії контакту [63]. 
Візуалізація результатів аналізу сумарної швидкості переміщення 
точок контакту в напрямку, перпендикулярному лінії контакту 
представлений на рис. 4.7. 
На рис. 4.7,а показано побудову лінії перетину поверхонь зубців 
нормальної площиною, перенесення їх у вільне місце (рис. 4.7,б), визначення 
довжини шляху точки контакту від однієї контактної лінії до іншої для 










Рис. 4.7. Візуалізація результатів аналізу сумарної швидкості 
переміщення точок контакту в напрямку, перпендикулярному лінії 
контакту: а –побудова лінії перетину поверхонь зубців нормальної 
площиною; б – перенесення ліній перетину у вільне місце; визначення 
довжини шляху точки контакту від однієї контактної лінії до іншої для 
колеса (в) та інструменту (г) за один і той самий час 
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Подальше визначення сумарної швидкість переміщення точок контакту 
не є складним. 
 
4.4. Коефіцієнти питомих ковзань 
За величиною відносної швидкості ковзання пари спряжених 
поверхонь складно судити про величину проковзування функціональних 
поверхонь. З теорії зачеплення відомо, що оцінка зношування зубців (витків) 
тільки за швидкістю ковзання не є об’єктивною. Тому для оцінки зношування 
зубців розглянутої пари зубчасте колесо–інструмент, і, отже, їх довговічності 
будемо використовувати коефіцієнти питомих ковзань [43], [101]. Ці 






1 /;/ VVVV      (4.36) 
 
де )12(V  модуль швидкості ковзання контактуючих зубців колеса та 
гіперболоїдного інструменту; 
)2()1( , VV  швидкості переміщення точки контакту по боковій 
поверхні контактуючих спряжених поверхонь в напрямку вектора відносної 
швидкості ковзання 
)12(
V . Швидкості руху точок контакту 
)2()1(
, VV  по 
оброблюваної і огинаючій поверхнях в напрямку вектора 
)12(
V  можна 




З використанням виразів (4.13), (4.18) коефіцієнти питомих ковзань 






1 VVVVVV     (4.37) 
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Підставляючи у формули (4.37) значення 
)1(
V  і 
)2(
V з формул (4.17), 



































































































  (4.40) 
 
Якщо чисельник у виразі (4.39) не дорівнює нулю, то точки контакту з 
нескінченим значенням питомого ковзання 1  визначають з умови: 0
1 F . 
При 01 F  коефіцієнт питомого ковзання 2  має значення, рівні 


























Умови (4.40), (4.41) можна використовувати для визначення точок 
контакту з нескінченними питомими ковзаннями і таким чином судити про 
спрацювання зубців коліс та інструментів. 
Порівняльний аналіз результатів розрахунку коефіцієнтів питомих 
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ковзань при накатуванні зубчастих коліс інструментом з евольвентним 
профілем витків [60] та інструментом з профілем, описаним кривою Безьє 3-
го порядку, отриманою в результаті апроксимації евольвенти показав, що 
результати практично збігаються (рис. 4.8). 
 
 
Рис. 4.8. Коефіцієнти питомих ковзань 
 
4.5. Приведена кривизна в перпендикулярному до лінії контакту 
напрямку 
Сили різання, пластичну деформацію, навантажувальну здатність 
функціональних поверхонь зубців зубчастих коліс в процесі їх експлуатації 
значною мірою визначає приведена кривизна спряжених поверхонь зубців в 
напрямку, перпендикулярному до лінії контакту [37], [43], [104], [108], [133], 
[139], [143], [160], [163], [169], [196], [255]. 
Під приведеною нормальною кривизною пр  зазвичай розуміють 
різницю кривизн поверхонь в загальному нормальному перерізі [18], [133], 
[143], [144], [163], [177]. 
 
)2()1(  пр       (4.42)  
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де )2()1( ,  – нормальні кривизни огинаючеї і огинаємої поверхонь в 
загальному нормальному перерізі. 
Для визначення приведеної кривизни поверхонь сполучених зубців 







    (4.43) 
 
де 111 ,, FGE  коефіцієнти першої квадратичної форми, що визначаються 
виразами (3.46); 



















Розкриваючи визначник і з огляду на співвідношення (4.32), (4.34) для 













































З виразу (4.44) випливає, що поверхневого контакту в робочому і 
верстатному зачепленні не може бути. Це пояснюється тим, що чисельник 
виразу (4.44) ніколи не перетворюється в нуль. Якщо ж знаменник виразу 
(4.44) дорівнює нулю, то наведена кривизна буде дорівнює нескінченності. У 
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розглянутих точках з такими значеннями наведеної кривизни будуть 
несприятливі умови взаємодії спряжених поверхонь, оскільки питомі 
ковзання мають нескінченно великі значення. 
Порівняльний аналіз результатів розрахунку приведеної кривизни в 
напрямку, перпендикулярному до лінії контакту при накатці зубчастих коліс 
інструментом з евольвентним профілем витків [60] та інструментом з 
профілем, описаним кривою Безьє 3-го порядку, отриманою в результаті 
апроксимації евольвенти, дав практично збіжні результати (рис. 4.9). 
 
 
Рис. 4.9. Приведена кривизна в напрямку, перпендикулярному лінії контакту 
 
За допомогою програмного забезпечення «SCOT» призначеного для 
синтезу контактних точок складних поверхонь [237] були отримані 
контактуючі поверхні і проведений аналіз приведеної кривизни в напрямку, 
перпендикулярному до лінії контакту [63]. 
Більшість геометричних та кінематичних показників аналізуються в 
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напрямку, перпендикулярному лінії контакту. Це перш за все приведена 
кривизна і сумарна швидкість переміщення точок контакту. 
У PowerSHAPE команда «Система координат на поверхні» дозволяє 
прив’язати репер Френе до контактної точки таким чином, що одна вісь буде 
спрямована по дотичній до контактної лінії, друга – по головній нормалі в 
дотичній площині, а третя – по бінормалі (рис. 4.10,а) . У цій системі 
координат можна побудувати нормальну площину, перпендикулярну до лінії 





Рис. 4.10. Репер Френе на контактній лінії в середовищі PowerSHAPE: 
а – прив’язка репер Френе до контактної точки; б – побудова нормальної 








Рис. 4.11. Аналіз приведеної кривизни в напрямку, перпендикулярному лінії 
контакту в середовищі PowerSHAPE: 
а – побудова ліній перетину; б – переміщення нормальної площини разом з 




Аналіз приведеної кривизни в напрямку, перпендикулярному лінії 
контакту представлений на рис. 4.11. Команда «Лінія перетину площин» 
дозволяє будувати лінії перетину нормальної площини та поверхні зубців. На 
рис 4.11,а показано побудова ліній перетину. Систему координат (репер 
Френе) можна перемістити разом зі створеною у ній нормальною площиною і 
контактними лініями в бік від поверхні (рис. 4.11,б). На рис. 4.11,в показані 
лінії контакту в площині, перпендикулярній лінії контакту, які дозволяють 
аналізувати приведену кривизну в точці контакту. 
 
4.6. Геометричні та кінематичні показники замкненої системи 
Геометричні і кінематичні показники двопотокової замкненої системи, 
заснованої на кінематичній схемі формоутворення 2-го класу, аналізуються 
за допомогою програмного забезпечення «SAlAT», призначеного для 
комплексного параметричного моделювання і аналізу систем і процесів 
формоутворення функціональних поверхонь зубчастих коліс та інструмент-
альних поверхонь, що їх утворюють [236]. На рис. 4.12 показаний інтерфейс 
аналізу геометричних та кінематичних показників дотичних поверхонь для 
кінематичних схем формоутворення 2-го класу. 
 
 
Рис. 4.12. Інтерфейс аналізу геометричних і кінематичних показників в 
середовищі «SAlAT» [236] 
Змінюючи за допомогою керуючих елементів геометрію поверхонь, 
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можна одночасно інтерактивно оцінювати зміну геометричних і 
кінематичних показників в точці контакту поверхонь та порівнювати їх 
значення з початковими [76], [79]. 
 
4.6.1. Відносна швидкість ковзання робочих поверхонь 
Відносна швидкість ковзання є одним з показників інтенсивності і 
характеру зносу робочих поверхонь зубців. 
У робочому зачепленні відносна швидкість дорівнює [179] 
2112
rr VVV  ,     (4.45) 
 
де )2()1( , rr VV  вектори швидкості точки контакту при русі, відповідно, по 
поверхні шестерні та колеса, які можна визначити з рівняння  
 
)()()( nini
r VVV  .     (4.46) 
 
Тут )(nV  – вектор швидкості точки контакту при русі по твірній 
поверхні; )(niV  – вектор відносної швидкості при зачепленні твірної 
поверхні з нарізаним колесом. 
Підставляючи (4.46) в (4.45), отримуємо:  
 
)2()1()12( nn VVV  ,     (4.47) 
 
або, враховуючи (3.78), 
 
 jPfiV x ),(cos)( 121
)12(   ,   (4.48) 
 
де 21,  – кутові швидкості обертання, відповідно, шестерні і колеса. 
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xPfVV    .  (4.50) 
 
Після перетворень отримаємо 
 
1cos),()( 22121
)12(   ctgPfV x    (4.51) 
 
Зі співвідношень (4.51) випливає, що, незалежно від виду твірної 
поверхні, вектор відносної швидкості ковзання лежить в торцевій площині 
зубчастих передач. Відносна швидкість ковзання дорівнює нулю тільки в 
полюсі зачеплення. При змінному   відносна швидкість ковзання уздовж 
зубчастого вінця для передач з паралельними осями – величина змінна. 
На рис. 4.13 показано графіки зміни відносної швидкості ковзання для 
кінематичних схем формоутворення 2-го класу в процесі інтерактивного 
керування геометрією за допомогою керуючих елементів системи 




Рис. 4.13. Графіки відносної швидкості ковзання 
 
4.6.2. Сумарна швидкість переміщення точок контакту в 
перпендикулярному до лінії контакту напрямку 
Сумарна швидкість переміщення точок контакту в перпендикулярному 
до лінії контакту напрямку істотно впливає на утворення масляного клина 
між контактуючими поверхнями. Чим більше ця швидкість, тим краще умови 
змащування взаємодіючих поверхонь. 
Для визначення сумарної швидкості обчислимо спочатку вектор 
швидкості )(nV  при русі точки контакту вздовж твірної поверхнї (2.32). З 








n   )(      (4.52) 
 
Обидві частини виразу (4.52) помножимо скалярно на одиничний 
вектор g  , перпендикулярний вектору nV  [261]. Так як qV n   (а також при 
умові, що 1q ), то 0 qV n , або 
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 до рівняння (4.53) додаємо 





























, приймемо рівним 1
dt
d
 (1/с). Невідомі, які 
залишилися, визначимо вирішивши систему рівнянь (4.53) і (4.54), 
наприклад, за правилом Крамера: 
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Підставляючи отримані вирази (4.55) в (4.52), отримуємо швидкість 
руху точки контакту по твірної поверхні в системі координат nS : 
 
   












З огляду на те, що вектор нормалі дорівнює  nnn rrN  , та 






e  , 
 


















      nnnnnn eqNqrrqrr   . 
 
Тому, запишемо рівняння (4.46) в наступному вигляді: 
 
 













Підставляючи (4.57) в (4.46), отримаємо швидкість переміщення точки 
контакту по поверхні нарізуваного колеса в наступному вигляді: 
 
 















Спямуємо вектор q  вздовж одиничного вектору дотичного до лінії 
контакту  . Він буде дорівнювати [152] 
 










 . (4.59) 
 
Частинні похідні рівняння зачеплення (3.76) мають вигляд: 
 
 sincos'2 iF ; 
 sinsin iF ; (4.60) 
 sinii RF  , 
 
де '2  – похідна функції 2  по  : 
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Враховуючи (2.36), (2.42), (4.59), (4.60) перетворимо вираз (4.59)  
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Шукану швидкість переміщення точок контакту в перпендикулярному 
до лінії контакту напрямку визначимо, як проекцію вектору (2.40) на вектор 
nep  : 
 














 . (4.63) 
 
З огляду на залежності (2.36), (2.38), (2.39), (3.75), (4.59), (4.60), (4.62) 
вираз (4.63) перетворимо: 
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Щоб отримати істинні значення швидкості необхідно вираз (4.64) по-
множити відповідно на кутові швидкості обертання шестерні 1  і колеса 2 . 
Сумарна швидкість переміщення точок контакту в напрямку, перпен-
дикулярному лінії контакту при :/11 срад  
     

















































































u  – передавальне число зубчастої пари. 
Співвідношення (4.65) справедливе для циліндричних передач 
загального вигляду з лінійним контактом, коли лінія контакту у верстатному 





























швидкість руху точок контакту 0u . Точки контакту, для яких 0u , слід 
виключити з роботи, тому що в цих точках поверхонь створюються 
несприятливі умови змащування. 
При       0,, 2'2
2'
1  yx PfPf   стає нульовим модуль вектору нормалі 
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до твірної поверхні, що говорить про наявність на поверхні особливих точок. 
 
4.6.3. Коефіцієнти питомих ковзань 
Оцінити зношування тільки по відносній швидкості ковзання 
спряжених поверхонь є недостатнім. Для більш об’єктивної оцінки 
зношування зубців застосовуються коефіцієнти питомих ковзань. 
Коефіцієнти питомих ковзань зубців шестерні і колеса визначаються 

















 , (4.66) 
де 1nV , 
2
nV  – швидкості руху точок контакту нарізуваних поверхонь в 
напрямку відносної швидкості.  
Ці швидкості можна визначити, якщо в рівняння (4.58) замість вектору 
q  підставити орт k  осі аплікат, який перпендикулярний вектору відносної 
швидкості 12nV . Враховуючи вирази (2.36), 2.38), (2.40), (4.60) отримаємо 
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Підставляючи у вираз (4.66) значення (3.78), (4.48) і (4.67), визначимо 
коефіцієнти питомих ковзань: 
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З відношення (4.68) випливає, що коефіцієнти питомих ковзань 
залежать від геометричних розмірів зубчастої передачі, передавального 
числа, лінії зубців твірної поверхні і вихідного контру.  
У полюсі зачеплення, де   0,1 хPf  , коефіцієнти питомих ковзань 
дорівнюють нулю. Вони також дорівнюють нулю коли 
  0sin,cos 2'22'2   yPf . У цьому випадку вектор відносної 
швидкості )12(V  збігається з напрямком лінії контакту. При цьому швидкість 
переміщення точок контакту в напрямку вектору відносної швидкості 
дорівнює нескінченності. 
При виконанні умови 
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на поверхні нарізуваних зубців з'являються особливі точки, в яких 
коефіцієнти питомих ковзань дорівнюють нескінченності. Ці точки на 
поверхнях зубців шестерні та колеса необхідно виключити з роботи. 
 
4.6.4. Кут між відносною швидкістю і напрямком лінії контакту 
Величина кута між відносною швидкістю ковзання робочих поверхонь 
зубців і напрямком лінії контакту, як і сумарна швидкість, істотно впливають 
на утворення масляного клину між контактуючими поверхнями. Чим ближче 
цей кут за своєю величиною до прямого, тим краще умови для змащення 
контактуючих поверхонь. 












 , (4.69) 
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або, враховуючи (2.36), (4.48), (4.59), (4.60) після перетворень матимемо: 
 
       







































  (4.70) 
 
Зі співвідношення (4.70) випливає, що кут між швидкістю відносного 
руху поверхонь зубців і напрямком лінії контакту   дорівнює 90°: 
- при β=0, тобто в перетинах зубчастого вінця, де кут нахилу твірної 
поверхні зубців дорівнює нулю;  
- при β=π/2, що є не реальним для циліндричних зубчастих передач;  
- при виконанні рівності 
 












 yxy PfPfPf   
 
При виконанні рівності   0sin,cos 2'22'2   yPf , або 
      0,, 2'2
2'
1  yx PfPf   кут ν=0, що є несприятливим для створення 
масляного клина. 
 
4.6.5. Приведена кривизна поверхонь зубців в перпендикулярному 
до лінії контакту напрямку 
Приведена кривизна є одним з основних показників працездатності, що 
впливають на контактну міцність поверхонь зубців. Чим менше приведена 
кривизна, тим більше площа дотикання поверхонь зубців, а, отже, менше 
контактне руйнування зубців. Найбільша приведена кривизна контактуючих 
поверхонь зубців знаходиться в перерізі, перпендикулярному до лінії 
контакту, тому по її значенню ведеться оцінка контактної міцності зубців 
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передачі. 
Приведена нормальна кривизна дорівнює [263]: 
 
,)2()1(  пр       (4.71) 
 
де )2()1( ,  нормальні кривизни поверхонь зубців шестерні та колеса в 





ni         (4.72) 
Тут )(n  кривизна твірної поверхні в загальному нормальному 
перерізі; )(iпр  приведена кривизна твірної поверхні та поверхні 
нарізуваного колеса в тому ж перерізі. 
Тоді (4.71) можна перетворити: 
 
)2()1(
прпрпр        (4.73) 
 
Приведена кривизна твірної поверхні та поверхні нарізуваного колеса в 




































 ,     (4.75) 
 
або, враховуючи (2.36), (2.42), (3.78), (4.60) отримаємо: 
 


































R .  (4.76) 
 
Приведена кривизна пр  після перетворень: 
 
     





















































































.    (4.77) 
 
Підставляючи (4.77) в (4.73) отримаємо шукану приведену нормальну 
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Локальний поверхневий контакт зубців шестерні та колеса буде, якщо 
кривизни в нормальному перерізі, перпендикулярному до лінії контакту 
поверхонь, які взаємно огинаються, рівні між собою, тобто при пр =0. 
Це можливо, якщо виконується умова 
 
          0sin,','cos' 22221222   yx PfPf  
 
Оскільки коефіцієнти при 2sin  і 2cos  додатні, і випадок β=π/2 є не 
реальним, то 0пр  тільки при β=0, тобто коли кут нахилу зубців дорівнює 
нулю. 
На рис. 4.14 показані графіки, отримані для порівняльного візуального 
аналізу приведеної кривизни поверхонь зубців в напрямку, 
перпендикулярному лінії контакту в процесі інтерактивного керування 





а)       б) 
Рис. 4.14. Аналіз приведеної кривизна поверхонь зубців в напрямку, 
перпендикулярному лінії контакту: а – графіки початкових значень 
приведеної кривизни спряжених поверхонь зубців; б – зменшення 
приведеної кривизни в плюсі зачеплення в 2,5 рази 
 
4.6.6. Функціональні обмеження при формоутворенні зубчастих 
коліс 
В якості функціональних обмежень можна використовувати ряд 
факторів, зміна яких нижче певної межі негативно позначається на 
працездатність передачі. Такими обмеженнями можуть слугувати коефіцієнт 
перекриття, умови підрізання і загострення зубців та ін. 
Коефіцієнт перекриття є важливим показником працездатності. Він 
визначає кількість одночасно контактуючих зубців і характеризує плавність 
роботи зубчастої пари. 
Так як циліндричні передачі загального вигляду мають зубці з кутом 
нахилу відмінним від нуля необхідно розраховувати торцевий і осьової 
коефіцієнти перекриття. 






12  iz , (4.79) 
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де 21,  кути повороту шестерні (колеса), відповідні значенням 1  та 2 ; 
iz  – кількість зубців шестерні (колеса). 
Кути повороту шестерні (колеса), що відповідають значенням 1  та 2  


























де 21,  відповідають граничним точкам лінії зачеплення і визначаються з 
виразу (3.80). 
Для визначення параметрів 1  і 2  необхідно підставити z=const в 
останнє рівняння (3.77) і вирішити його щодо μ(λ). 
З урахуванням (4.80) коефіцієнт торцевого перекриття (4.79) набуде 
вигляду 
 










cos12122222  . (4.81) 
 
З виразу (4.81) випливає, що коефіцієнт торцевого перекриття 
змінюється при переході від одного торцевого перерізу зубчастого вінця до 
іншого. При β=const коефіцієнт   уздовж зубчастого вінця не змінюється. 
При визначенні осьового коефіцієнта перекриття зафіксуємо 
const 0 , параметри 

1  і 

2  визначимо з останнього рівняння (3.77) 
при z=0 і z=b, де b – ширина зубчатого вінця. 













 , (4.82) 
При зміненні λ, тобто при переході від однієї точки профілю до іншї, 
коефіцієнт осьового перекриття змінюється. Для значення )()( 21
    и 










      (4.83) 
 
Підрізання зубців циліндричних коліс послаблює основу зубців, і, тим 
самим, призводить до зниження зламної міцності нарізуваних коліс. Тому 
при синтезі зубчастих передач необхідно обмежувати твірну поверхню, 
виключаючи з неї точки, що викликають підрізання. 
Підрізання зубців у верстатному зачепленні пов'язано з появою на 
огинаючій поверхні особливих точок, в яких вектор нормалі 0nN  [136]. Ця 




















Розкриваючи визначник (4.84) і враховуючи (2.36), (2.42), (3.78), (4.60), 
отримуємо: 
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  (4.85) 
 
де знак «плюс» відноситься до шестерні, а «мінус» до колеса. 
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1  yx PfPf  , виключимо з 
розгляду, як нереальні. Залишається умова: 
 
        .0,sin,,cos, '22'212'21  yiyxx PfRPfPfPf      (4.86) 
 
Отже, для запобігання підрізанню зубців нарізуваних коліс необхідно 
на твірній поверхні виключити точки, які визначаються розвя'зком рівнянь 
(4.86). 
З умови міцності передач товщина зубців на вершинах не повинна бути 
менше допустимої величини. Загострення зубців характеризується перетином 
їх бічних поверхонь. Отже, товщина зуба в точках загострення дорівнює 
нулю. Зазвичай товщина зуба на вершинах повинна бути не менше 
(0,25…0,3)m, де m – модуль зачеплення. 
Для визначення товщини зубців скористаємося рівнянням (3.79) 
 
  














Параметри i  визначаємо з рівняння (3.80), підставляючи замість biR  
значення радіусів кіл виступів шестерні та колеса aiR . Значення μ(λ) 
визначається з останнього рівняння (3.79) при заданому iz . Значення 
параметрів i  знаходяться з рівняння зачеплення (3.77). 
 
Висновки до розділу 4 
1. Для оцінки процесу формоутворення зубчастих коліс і 
експлуатаційних параметрів зубчастих передач доцільно використовувати 
геометричні та кінематичні показники функціонально залежні від єдиних 
уніфікованих керуючих параметрів. Це дозволяє візуально оцінювати якість 
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процесу безпосередньо під час інтерактивного формоутворення 
функціональних поверхонь. 
2. Для кінематичних схем формоутворення 3-го класу виведені 
математичні залежності геометричних та кінематичних показників, таких, як 
відносна швидкість ковзання поверхонь, що беруть участь в процесі 
формоутворення, кут між вектором відносної швидкості ковзання і 
напрямком контактних ліній, приведена кривизна в напрямку, 
перпендикулярному лінії контакту поверхонь, сумарна швидкість 
переміщення точок контакту поверхонь, що беруть участь в процесі 
формоутворення, коефіцієнти питомих ковзань. Всі вони є функціями від 
уніфікованих керуючих параметрів, що дозволяє автоматизувати синтез 
функціональних поверхонь. 
3. Для кінематичних схем формоутворення 2-го класу отримані 
математичні залежності, які стали основою для розробки методичного, 
алгоритмічного і програмного забезпечення для аналізу геометричних та 
кінематичних показників процесу формоутворення зубчастих коліс. 
4. Отримано математичні залежності, що дозволяють враховувати 
геометричні обмеження при формоутворенні зубчастих коліс. 
Матеріали розділу опубліковані в наступних роботах: [31], [50], [56], 
[57], [58], [63], [90], [205], [236], [237]. 
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РОЗДІЛ 5 
КОМП'ЮТЕРНА ІНТЕГРАЦІЯ СИСТЕМ І ПРОЦЕСІВ 
ФОРМОУТВОРЕННЯ ФУНКЦІОНАЛЬНИХ ПОВЕРХОНЬ ЗУБЧАТИХ 
КОЛЕС 
В даний час у промисловості активно впроваджуються нові 
інформаційні технології наскрізної підтримки складної наукомісткої 
продукції на всіх етапах її життєвого циклу, в тому числі: на етапах 
технічного задуму, проектування, виробництва, продажу, експлуатації, 
сервісного обслуговування, ремонту та утилізації в рамках єдиної 
інформаційної системи. Така стратегія систематичного підвищення 
ефективності, продуктивності і рентабельності процесів господарської 
діяльності підприємства, а також об’єднання сучасних методів інформаційної 
взаємодії етапів життєвого циклу продукції називається CALS-технологіями 
(Continuous Acquisition and Life-cycle Support – безперервна інформаційна 
підтримка життєвого циклу продукту) [168]. 
Такі технології дозволяють знизити трудомісткість проектування, 
виробництва, продажу, експлуатації, сервісного обслуговування та ремонту 
складного обладнання та підвищити продуктивність праці на багатьох етапах 
життєвого циклу, як мінімум, на 30% [186]. 
У той же час, ці інформаційні технології наскрізної підтримки етапів 
життєвого циклу продукції можна використовувати не тільки для підвищення 
ефективності, продуктивності та рентабельності процесів господарської 
діяльності підприємства, а й для створення нових механізмів або 
радикального вдосконалення відомих, із застосуванням наукоємних процесів, 
розширення області існування етапів життєвого циклу виробів, 
узагальнюючих математичних моделей, інформаційних технологій, сучасних 
технічних засобів [248]. 
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5.1. Комп’ютерно-інтегрована система, як засіб інформаційного 
забезпечення конструкторсько-технологічних етапів життєвого циклу 
зубчастих передач 
Підвищення продуктивності і зниження термінів проведення 
конструкторсько-технологічної підготовки виробництва зубчастих коліс на 
даний час неможливо без використання автоматизованих систем 
проектування, виробництва, аналізу і контролю. Велика розмаїтість 
промислових систем CAD/CAM/CAE дозволяє прискорити відокремлені 
етапи життєвого циклу зубчастих коліс, проте повнофункціональна 
автоматизована система формоутворення, яка б повною мірою відповідала 
вимогам, сформульованим в п.1.1, досі не розроблена. 
До використання систем CAD/CAM/CAE процес формоутворення 
відбувався згідно схеми, показаної на рис. 5.1. На рис. 5.2 показана сучасна 
ситуація з використанням комп’ютерних технологій. Для того, щоб 
прискорити етапи конструкторсько-технологічної підготовки виробництва 
зубчастих коліс, необхідно автоматизувати процес формоутворення та 
інтегрувати його в загальну систему (рис. 5.3). 
На рис. 5.4 показана пропонована комп’ютерно-інтегрована система 
формоутворення зубчастих коліс, у якій на вході задана початкова 
оброблювана поверхня і можливі схеми формоутворення. 
На виході системи необхідно отримати комп’ютерні моделі поверхонь 
деталей, які є основою для генерації технологічних процесів оброблення 
деталей на верстатах з ЧПК, а також, автоматизованого контролю геометрії 
деталей по моделі-еталону. Ця інформація може передаватися в промислові 
CAD–системи різними способами – у вигляді геометричних образів або 
масивів даних. Але найбільш ефективним було б підключення розроблених 
параметричних бібліотек деталей безпосередньо до системи формоутворення 














Рис. 5.3. Комп’ютерна інтеграція систем і процесів формоутворення зубчастих коліс 
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Аналогічна ситуація спостерігається і з комп’ютерними моделями 
інструментальних поверхонь. При наявності параметричних бібліотек 
інструментів можливо отримувати на виході готові моделі інструментів.  
 
 
Рис. 5.4. Комп'ютерно-інтегрована система формоутворення 
 
Синтезовані кінематичні схеми формоутворення дозволяють вибрати 
необхідне обладнання для виготовлення деталей. 
Інтерактивне керування автоматизованою системою формоутворення 
має здійснюватися за допомогою уніфікованих керуючих параметрів, які 
змінюють форму вихідної поверхні та кінематичну схему формоутворення. 
При цьому одночасно змінюються всі елементи системи, включаючи 
геометричні та кінематичні показники процесу формоутворення. 
Інтерактивний аналіз цих показників в процесі синтезу служить зворотним 
зв'язком і допомагає додатково використовувати досвід і знання 
проектувальника для швидкої оцінки і результату. 
В результаті таких ітераційних дій можна вибрати раціональний процес 
формоутворення та геометрію оброблюваних деталей. 
На рис. 5.5 показані функціональні і параметричні зв’язки елементів 
пропонованої комп’ютерно-інтегрованої системи забезпечення формоутво-
рення зубчастих коліс при механічній обробці. 
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Рис. 5.5. Функціональний та параметричний зв’язок елементів системи 
формоутворення зубчастих коліс 
 
Математичний опис поверхонь зубчастих коліс передбачає наявність 
рівнянь інтерактивного керування поверхні в системі координат S1 (рис. 
2.19): 
 NPfr ,),( 11  , 
де P=P(p0, p1, p2, p3), N=N(n0, n1, n2, n3) – вектори керуючих і опорних точок 
(рис. 2.19). 
Поверхня спряженого інструменту буде однозначно залежати від зміни 
геометрії оброблюваної поверхні та керуючих параметрів схеми 
формоутворення, зв’язків огинания та кінематичних зв’язків: 
),,,()(),,,,( 1212 NPrGMGNPr   , 
де M21(G) – матриця переходу від системи координат оброблюваної поверхні 
S1 до системи координат інструментальної поверхні S2; G=G(aw,γ) – функція 
від керуючих функцією формоутворення параметрів: aw – міжосьова відстань, 
γ – кут схрещування осей. 
Система рівнянь, що використовується для побудови графіків для 
оцінки процесу формоутворення також однозначно залежить від керуючих 
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параметрів системи: 
 kffffF 3323133 ,...,,),(  , 
де f31(λ,µ)=f31(P,N,G), f32(λ,µ)=f32(P,N,G),…, f3k(λ,µ)=f3k(P,N,G) функції, що 
характеризують процес формоутворення, які однозначно залежать від 
керуючих параметрів P,N,G. 
Функціональні залежності P(xp, yp)=fP(F3), N(yn, zn)=fN(F3), G(aw,γ)=fG(F3) 
є основою для візуалізації у вигляді графіків і аналізу проектування. 
Реалізація модульності побудови системи формоутворення зубчастих 
коліс дозволяє без додаткових витрат на розробку спеціального програмного 
забезпечення розширити її в частині аналізу взаємодії робочих поверхонь 
зубчастих коліс, як показано на рис. 5.6, де представлена багатопотокова 
система формоутворення, в якій синтез і аналіз здійснюються одночасно для 
двох контактуючих деталей. Важливим є те, що універсальні керуючі 
параметри залишаються єдиними для всієї системи та відповідають вимогам 
інваріантності, єдності та мінімальної достатності керуючих параметрів. 
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Рис. 5.6. Багатопотокова система формоутворення 
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5.2. Методичне, алгоритмічне і програмне забезпечення 
комп’ютерно-інтегрованої системи формоутворення зубчастих коліс 
У попередніх розділах проаналізовані передумови і можливості 
розробки комп’ютерно-інтегрованої системи забезпечення формоутворення 
зубчастих коліс. Проведено теоретичні дослідження та отримані математичні 
залежності, що дозволяють керувати геометрією функціональних поверхонь і 
одночасно аналізувати геометричні та кінематичні показники їх взаємодії. 
Розроблене математичне забезпечення уніфікує опис як самих 
поверхонь, так і кінематичних схем їх формоутворення. Запропоновано нові 
типи кінематичних схем формоутворення. 
Для аналізу, в т. ч. візуального, геометричних та кінематичних 
параметрів взаємодії спряжених поверхонь в точках контакту, отримані 
математичні залежності, в основі яких лежать уніфіковані керуючі 
параметри. 
Показано, як можна пропоновану систему формоутворення функціо-
нальних поверхонь зубчастих коліс та інструментів інтегрувати в промислові 
автоматизовані системи проектування, аналізу, виробництва і контролю. 
Тому для завершення наукової роботи необхідно розробити і 
впровадити нові методичне, алгоритмічне і програмне забезпечення, які 
практично реалізують можливості комп’ютерно-інтегрованої системи 
формоутворення зубчастих коліс. 
5.2.1. Програмне забезпечення «COPTeR» для керування 
простором шляхом політканинних перетворень 
Програмне забезпечення «COPTeR» призначене для керування 
простором шляхом політканинних перетворень [234]. 
Термін «політканина» введено у вжиток відомим німецьким геометром, 
керівником Гамбурзької математичної школи і послідовником Ф. Клейна 
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В. Бляшке в кінці 20-х років ХХ століття. 
За допомогою керуючих точок політканинне перетворення дозволяє 
змінювати форму будь-якої кривої або поверхні, обраних в якості прообразу. 
При цьому форма кривої або поверхні змінюються в нерухомій системі 
координат. Крива вписується в політканинну систему координат, причому 
дві осі системи є дотичними в початковій і кінцевій точках кривої. 
На рис. 5.7 представлений інтерфейс програми «COPTeR». 
 
 
Рис. 5.7. Інтерфейс програми «COPTeR» [234] 
 
Вихідними даними даної програми є прообраз кривої, її початкова і 
кінцева точки та характерні точки політканинної системи координат. 
Як прообраз обрана дуга кола, радіусом і нахилом якої можна керувати, 
захоплюючи і переміщаючи курсором по екрану точку центру дуги 0r або за 
допомогою збільшень dxr, dyr (рис. 5.8): 
 







Рис. 5.8. Керування формою дуги кола (прообразу) шляхом зміни 
координат центру дуги 0r 
 
Точки 1 і 2 кривої прообразу збігаються з характерними точками 
політканинної системи координат. Ці точки ще характерні тим, що в них 
розташовуються точки перетину політканинної системи координат. Точка 1 
жорстко зафіксована на осі Х системи координат. Координата x2 точки 2 
дорівнює 1 і не змінюється в процесі перетворень. Координатою y2 точки 2 
можна керувати за допомогою курсору, захоплюючи і переміщаючи її по 
екрану або за допомогою збільшення dx2: 
 
Точка 3 політканинної системи координат розташовується на перетині 
осей політканинної системи координат, які проведені з точок 1 і 2 по 
дотичній до кривої (прообразу). Цією точкою також можна керувати, 
захоплюючи її курсором і переміщаючи по екрану, або за допомогою 
збільшень dx3, dy3 (рис. 5.9): 







Рис. 5.9. Перетворення (деформація) дуги кола в шукану криву шляхом 
перетворення простору (точка 3) 
 
Для зручності візуалізації отриманих результатів в програмі 
передбачено переміщення кривої по екрану та її масштабування: 
 
Ці дії можна здійснювати і за допомогою традиційних операцій роботи 
з системою. 
Для зручності роботи в програмі передбачені можливості відображення 
прообразу кривої, осей декартової системи координат і масштабної сітки: 
 
Теорія і особливості застосування політканинних перетворень в 
керованому синтезі зубчастих зачеплень описані розділі 2 і роботах [126], 
[128]. Як результат програма видає координати керуючих точок 




Перевагами політканинних перетворень є те, що в якості кривої 
прообразу можна вибирати будь-яку аналітично задану криву, яка описує 
вихідний контур твірної поверхні, незалежно від виду математичного опису 
цієї кривої. Перетворену криву можна передавати в системи 3D-моделювання 
для розробки тривимірних моделей зубчастих коліс та інструменту. 
Розроблена теорія дозволяє визначати геометричні та кінематичні 
показники для перетвореного вихідного контуру. На її основі можливий 
подальший розвиток програми з візуальним відображенням графіків зміни 
показників, що характеризують процес синтезу нових зачеплень. 
 
5.2.2. Програмне забезпечення «COSET» для керування формою 
складної поверхні 
Програмне забезпечення «COSET» призначене для керування формою 
складної поверхні [235]. Це актуально, коли напрямна має форму, відмінну 
від прямої, наприклад, в передачах з круговою лінією зубців або з 
поздовжньою модифікацією їх форми. В цьому випадку недостатньо 
керувати тільки профілем. 
У програмі розглянута можливість керування як профілем, 
представленим сплайновою кривою Безьє 3-го порядку, так і напрямною, що 
представляє собою дугу кола. 
На рис. 5.10 представлений інтерфейс програми «COSET». 
Інтерфейс системи містить такі елементи: 
 робоче вікно, в якому здійснюється зміна форми кривих за допомогою 
керуючих точок; 
 інструментальну панель з діалоговими вікнами, які слугують як 
відображенню поточної інформації так і для керування процесом 
синтезу; 









Рис. 5.10. Інтерфейс програми «COSET» [235]: 
а – інтерактивне керування направляючою; б – інтерактивне керування 
профілем; в – вікно 3D-моделі твірної поверхні 
 
Поздовжньої лінією зуба керують в діалоговому вікні, представленому 
на рис. 5.11: 
 
Направляюча Керуючи точки 
 
Рис. 5.11. Інтерактивне керування направляючою 
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Радіус дуги змінюють, захоплюючи курсором центр кола або верхню 
точку, кутом нахилу дотичної до кривої в середньому перерізі – 
переміщаючи нижню точку. 
Для керування кривою Безьє 3-го порядку, що описує профіль 
поверхні, можна переміщати як керуючі точки, так і задавати чисельні 
значення координат керуючих точок в діалоговому вікні. При цьому можна 
враховувати асиметричність профілю (рис. 5.12): 




Рис. 5.12. Інтерактивне керування профілем 
 
Інструментальна панель з діалоговими вікнами складається з 
наступних функціональних зон: 
1. Зона параметрів зубчастої передачі, яка слугує відображенню та 
зміні кількості зубців передач Z1 і Z2, модуля m (мм), передаточного числа U, 
кутової швидкості привідного колеса )( 1сек : 
 
2. Зона координат керуючих точок, яка слугує відображенню 
поточних значень координат керуючих точок і, при необхідності, введення їх 
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значень з клавіатури. При включенні опції «Асиметрія», дополюсною 
ділянкою кривої можна керувати незалежно від заполюсної: 
 
 
3. Зона керування прообразом, яка слугує введенню поточних 
значень координат кривої, як нового прообразу, а також обміну місцями 
образу кривої та її прообразу: 
 
4. Зона керування зображенням в робочому полі, яка слугує 
масштабуванню і переміщенню зображення кривої. Переміщення можна 
здійснювати також за допомогою правої кнопки миші, а масштабування за 
допомогою коліщатка миші: 
 
5. Зона вмикання/вимикання допоміжних ліній, відображення 
прообразу і керування товщиною ліній відтворення: 
 
6. Зона вмикання/вимикання видимості ліній робочих ділянок 
зубців шестерні і колеса, а також видимості лінії зачеплення: 
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Теорія і особливості застосування керування формою твірної поверхні 
зубчастого зачеплення описані в розділі 2 та роботах [64], [86]. 
Результатами роботи програми є 3D-модель твірної поверхні і дані для 
розрахунку геометричних і кінематичних показників зачеплення (рис. 5.13, 
рис. 5.14): 
    
а)    б)     в) 
Рис. 5.13. Зміна форми кривої Безьє за допомогою керуючих і опорних точок: 
а – вікно з поздовжньою лінією зуба; б – інтерактивне керування кривою 
Безьє 3-го порядку, що описує профіль зуба; в – вікно 3D-моделі твірної 
поверхні 
              
а)    б)     в) 
Рис. 5.14. Зміна кута нахилу і форми дуги за допомогою дотичної до дуги і 
положення кінцевої точки: а – інтерактивне керування направляючою, що 
описує поздовжньою лінією зуба; б – кривоюа Безьє 3-го порядку, що описує 
профіль зуба; в – вікно 3D-моделі твірної поверхні 
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5.2.3. Програмне забезпечення «APACE» для апроксимації масиву 
точок кривими Безьє 3-го порядку 
Програмне забезпечення «APACE» призначене для апроксимації 
масиву точок кривими Безьє 3-го порядку [233]. В даний час існує велика 
різноманітність функцій та їх комбінацій для опису координатних ліній, що 
визначають геометрію складних поверхонь в криволінійній системі коор-
динат. Це ускладнює розробку єдиного математичного опису 
функціональних поверхонь, що залежить від великої кількості керуючих 
параметрів. 
Для приведення теорії поверхонь, математичного та програмного 
забезпечення до єдиного вигляду постало завдання апроксимації існуючих 
кривих, що описують координатні лінії, до єдиного уніфікованого вигляду. В 
якості уніфікованої кривої була обрана сплайнова крива Безьє 3-го порядку. 
Будь-яку криву можна представити в системі координат у вигляді 
масиву точок. Алгоритм розв’язання задачі апроксимації побудований на 
тому положенні, що необхідно мінімізувати відхилення точок від кривої 
Безьє. До програми підключена бібліотечна програма, що дозволяє 
вирішувати задачу мінімізації методом головних осей. 
Метод головних осей розроблений Р.П. Брентом [273], і є одним з 
методів серед сімейства методів оптимізації, які не потребують інформації 
про градієнт функції. Основою методу є наступна схема: нехай є набір 
лінійно-незалежних векторів в просторі аргументів функції. В якості 
стартового набору можна використовувати стовпці одиничної матриці. 
Завдання мінімізації функції N аргументів зводиться до серії одновимірних 
мінімізацій уздовж напрямків, заданих векторами з набору параметрів. 
Після мінімізації уздовж N прямих, заданих N векторами, програма 
переходить з початкової точки A0 в точку A1. Потім додається до набору 
векторів зміщення з точки A0 в A1, і забирається один зі старих векторів, щоб 
знову був набір з N векторів. До отриманого набору векторів застосовується 
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сингулярне розкладання, і як набір пошукових напрямків на наступному 
кроці використовуються отримані в ході SVD-розкладання ортогональні 
напрямки. 
На рис. 5.15 представлений інтерфейс програми «APACE». 
 
 
Рис. 5.15. Інтерфейс програми «APACE» [233] 
 
В якості вихідних даних в програму вводяться або копіюються 




Після активації команди «Побудувати» програма відображає точки і 
графіки функцій, де червоним кольором виділена ламана, що з’єднує точки, а 
зеленим шукана крива Безьє 3-го порядку (рис. 5.16). 
 
 
Рис. 5.16. Побудова за точками ламаної і апроксимація кривою Безьє у 
середовищі «APACE» [233] 
 
Крім цього, у вікні програми відображаються задані ys і отримані 
координати y для заданих координат xs і відповідні їм поточні значення 




Так як координати початкової та кінцевої точки задаються, необхідно 
визначити тільки координати двох керуючих точок кривої Безьє, які 
однозначно визначають її положення в плоскій системі координат. Ці 




Теорія і особливості застосування апроксимації точок, що описують 
профіль твірної поверхні описані в підрозділі 2.4 та роботі [4]. 
Отримані результати передаються для розрахунку робочих поверхонь 
зубців, поверхні зачеплення, геометричних та кінематичних показників. В 
роботі показано, як ці результати використовувалися для визначення 
контактних точок гіперболоїдного зачеплення (п. 3.4 та п. 5.3.5). 
 
5.2.4. Програмне забезпечення «SCOT» для визначення контактних 
точок функціональних поверхонь 
Програмне забезпечення «SCOT» призначене для синтезу контактних 
точок функціональних поверхонь [237]. При синтезі та аналізі просторових 
зачеплень, таких, як гіперболоїдні передачі, складно побудувати комп’ютерні 
моделі зубців і проаналізувати умови взаємодії. Використовуючи 
запропоновану теорію, в якій профіль твірної поверхні описує сплайнову 
криву Безьє 3-го порядку, вдалося вирішити цю задачу. 
Математичне забезпечення дозволило розробити програму для синтезу 
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контактних точок в просторовій системі координат. 
На рис. 5.17. представлений інтерфейс програми «SCOT». 
 
 
Зона початкових даних Зона команд 
Зона результатів 
Рис. 5.17. Початковий інтерфейс програми «SCOT» [237] 
 
Вхідними параметрами даної програми є координати керуючих точок 
кривої Безьє 3-го порядку, які можна взяти з комп'ютерної програми 
«APACE» (п. 5.2.3) або з інших джерел: 
 
 
Також потрібно задати кут схрещування осей γ, кут повороту колеса в 
даний момент φ2, міжосьова відстань a і передавальне відношення u: 
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Крім того, задаються значення початкового та кінцевого параметра 
кривої Безьє і крок його зміни: 
 
Після введення вихідних даних необхідно натиснути кнопку 
«Розрахувати». Результати розрахунку виводяться на екран (рис. 5.18) і 
зберігаються в текстовому файлі (рис. 5.19): 
 
 
Рис. 5.18. Приклад результату розрахунку координат контактних точок 
 
 
Рис. 5.19. Приклад текстового файлу з результатами розрахунку 
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Теорія і особливості застосування синтезу контактних точок зубчастого 
зачеплення описані в п. 3.3 і в роботі [50]. 
Текстовий файл з координатами контактних точок вводиться в систему 
твердотільного і поверхневого моделювання, таку, як PowerShape, де 
відбудовуються контактні точки. Далі ці точки об’єднуються в контактні 
лінії, а лінії у поверхні. Причому, в залежності від системи координат, в якій 
розглядаються поверхні, відповідно, виходять робочі поверхні зубців 
шестерні і колеса, поверхня зачеплення. 
Після цього можна аналізувати умови взаємодії зубців, розглядати 
геометричні та кінематичні показники передачі, створювати еталонні 
комп’ютерні моделі зубчастих коліс. 
 
5.2.5. Програмне забезпечення «SAlAT» для комплексного 
параметричного моделювання систем і процесів формоутворення 
Програмне забезпечення «SAlAT» призначене для комплексного 
параметричного моделювання систем і процесів формоутворення складних 
поверхонь [236]. Воно засноване на запропонованому автором уніфікованому 
математичному описі профілю твірної поверхні для формоутворення 
зубчастих коліс. Це опис виконано на основі теорії сплайнів. У програмі 
також використовуються математичні залежності для визначення 
геометричних і кінематичних показників синтезованих зубчастих зачеплень. 
Крива Безьє 3-го порядку дозволяє інтерактивно управляти синтезом 
зачеплення для отримання необхідного результату. 
До розробленого програмного забезпечення «SAlAT» було 
підготовлено опис (додаток Б) [24], який включає блок-схему (рис. Б.1), опис 
інтерфейсу, способи керування синтезом. 
Методика, алгоритм і приклади використання програмного 
забезпечення «SAlAT» викладені в роботах [27], [62], [65], [66], [89]. 
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5.3. Інтеграція з системами CAD/CAM/CAI 
Сьогодні так звана «технічна» епоха, що характеризується тенденціями 
нарощування обсягів виробництва, поступилася місцем епосі 
«технологічної», головною характеристикою якої є якість продукції при 
низькій собівартості та широкій номенклатурі [78]. 
Фахівці США, Англії, Японії лідируючу роль віддають питань 
вдосконалення технологій, в тому числі інформаційних, витрачаючи при 
цьому близько 60% промислових інвестицій на їх розвиток. 
5.3.1. Інтеграція з CAD-системами 
На даний час автоматизація конструкторської підготовки виробництва, 
що охоплює всі рівні параметричного проектування і оформлення технічної 
документації, широко представлена в САПР.  
Конструктивного уявлення і опису деталі недостатньо для 
технологічного проектування. Автоматизований перехід від 
конструкторських систем створення та аналізу твердотільних комп’ютерних 
моделей до систем автоматизованого проектування технологічних процесів 
дозволить значно скоротити витрати робочого часу технолога на підготовку 
вихідної інформації, а в деяких випадках повністю перекласти її на 
інтегровані комп’ютерні системи, одночасно розширюючи область прийняття 
оптимальних рішень в задачах технологічного проектування. 
У техніці широко використовуються деталі, форма яких має складну 
геометрію. Процес створення деталей складної форми включає кілька етапів 
[211]. На першому етапі розробляється твердотільна модель деталі, яка 
служить основою для всіх наступних етапів. На другому етапі твердотільна 
модель піддається всебічному аналізу і вибирається оптимальний варіант. В 
подальшому за отриманою моделлю генеруються програми і здійснюється 
багатокоординатна обробка на верстатах з ЧПК. 
Існують різні способи отримання комп'ютерних моделей складних 
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поверхонь: аналітичний, графоаналітичний (метод копіювання) і графічний 
(метод обкочування). 
При використанні аналітичного методу виводиться система рівнянь, 
розвязання якої дозволяє визначати координати точок поверхні. Отримані 
чисельні значення координат використовуються як параметри твердотільної 
моделі. 
Сутність графічного методу полягає в тому, що будується ріжучий 
профіль інструменту і, з його допомогою, здійснюється покрокове видалення 
матеріалу. Метод імітує обкочування інструменту, може служити для 
технологічного аналізу, але вимагає значних комп'ютерних ресурсів. 
Графоаналітичний метод аналогічний методу копіювання при нарізанні 
зубців в виробничих умовах. Аналітично визначається огинаюча різальної 
кромки інструменту у відносному русі навколо колеса, яка слугує основою 
для видалення необхідного обсягу моделі. 
Алгоритм створення твердотільної моделі полягає в тому, що спочатку 
створюється базова модель заготовки, для чого вибирається координатна 
площина, в якій будується необхідний контур колеса. Далі, за допомогою 
операцій переміщення контуру, виходить об'ємна твердотільна модель 
заготовки. Наступний етап полягає в тому, що одним з перерахованих вище 
методів здійснюється видалення зайвого обсягу. 
Наприклад, значна частина всіх відмов тягових передач локомотивів 
викликана коливанням динамічних навантажень, неправильним врахуванням 
нерівномірності розподілу навантаження за шириною зубчастих коліс 
внаслідок перекосу їх осей, що пов'язано перш за все з істотними 
конструктивними недоліками цього вузла [93]. У консольних тягових 
передачах тепловозів кут перекосу осей через великі зазори в моторно-осьових 
і якірних підшипниках, а також з-за деформації осі колісної пари і валу якоря 
може досягати 30'. 
Для підвищення навантажувальної здатності, довговічності і 
поліпшення кінематичних властивостей тягової передачі тепловоза 2ТЕ10Л, 
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що працює в умовах нестабільного положення осей, була запропонована 
передача [200], що має поздовжню модифікацію зубців коліс. Для аналізу 
геометрії та кінематики цієї передачі за допомогою CAD-системи були 
розроблені твердотільні моделі зубчастих коліс. На рис. 5.20 наведені моделі 
модифікованих зубців тягової передачі. 
  
а) б) 
Рис. 5.20. Твердотільні моделі двоопуклого зуба (а) шестерні і двоввігнутого 
зуба (б) колеса тягової передачі 
 
В роботі [199] запропонований спосіб оброблення бочкоподібних 
зубців, що враховує відносний перекіс осей зубчастих коліс. На рис. 5.21 
представлені системи координат, що характеризують запропоновану схему 
формоутворення. 
Система координат Xn,Yn,Zn пов'язана з твірною поверхнею рейкового 
типу, система X1,Y1,Z1 пов’язана з оброблюваних зубчастим колесом. Для 
простоти побудови математичної моделі введені допоміжні системи 
координат, що характеризують елементарні переміщення та обертання однієї 
системи координат відносно іншої. При виведенні математичних 
залежностей використані елементи векторної алгебри, теорії матриць, 
векторного аналізу та теорії поверхонь. 
Матриці переходу між системами координат, що відображають 
елементарні відносні переміщення і обертання, мають верхні індекси, 
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причому М1, М2, М3 – матриці 4-го порядку, що описують відповідно відносні 
елементарні переміщення уздовж осей X, Y, Z, а матриці М4, М5, М6 – 
обертання навколо тих же осей. Кут 1 характеризує поворот колеса навколо 
своєї осі;  – кут нахилу лінії зачеплення, яка лежить в площині відносного 
перекосу осі колеса; кут  характеризує поворот осі колеса навколо початку 
системи координат. Спільно з лінійним переміщенням l колеса уздовж осі 
обертання цей кут дозволяє управляти радіусом поздовжньої кривизни 
бочкоподібного зуба. R1 – радіус ділильного кола зубчастого колеса; S – 




Рис. 5.21. Системи координат при нарізанні бочкоподібного зуба колеса 
 
Математичну модель поверхні зуба можна отримати, розвязавши 
спільно систему трансцендентних рівнянь, що складаються з функції 
243 
формоутворення і рівнянь зав’язків [93]. 








1    
 
де 4






4 e  – 
– одиничний вектор, що характеризує початок системи координат, 
розташованої в довільній точці інструментальної поверхні. 
Функціональні зв’язки описуються двома рівняннями. Рівняння 
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пов'язує параметри l і  для отримання бочкоподібної поверхні зуба з 
радіусом кривизни Rk у поздовжньому перетині. 
11RS   – рівняння, що характеризує передавальне відношення. 
При формоутворенні бочкоподібної поверхні зубців використовувалося 
двопараметричне огинання. Тому в систему рівнянь додається два рівняння, 





































Для вирішення системи рівнянь і отримання поверхні бочкоподібного 
зуба використовувався математичний пакет Maple (рис. 5.22).  
 
Рис. 5.22. Поверхня бочкоподібного зуба 
 
У загальному вигляді отриману математичну модель поверхні 
бочкоподібного зуба можна представити у вигляді радіус-вектору 
 
),,,,( 11 zxRRfr k . 
 
Змінюючи параметри α та Rk, можна отримати різну форму поздовжньої 
модифікації зубців для різних розмірів зубчастих коліс R1. Змінні x та z 
визначають твірну поверхню. 
Для використання результатів математичного моделювання при 
створенні тривимірної твердотільної моделі зубчастого колеса (рис. 5.23) за 
допомогою середовища програмування Delphi була створена прикладна 
бібліотека для системи КОМПАС-3D, що дозволяє автоматизувати процес 
створення твердотільної моделі по перетинах з вихідними даними, 
отриманими в Maple. 
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Рис. 5.23. Твердотільна модель зубчастого колеса 
 
Алгоритм створення комп’ютерної моделі гіперболоїдного інструменту 
аналогічний процесу його виготовлення [80]. Заготовка гіперболоїдного 
інструменту має вигляд однополостного гіперболоїда. Такі заготовки можуть 
бути виготовлені за копіром або за допомогою дискового різця. При цьому 
діаметр різця повинен дорівнювати діаметру западин прямозубого 
циліндричного колеса, а їх обертання повинно бути кінематично пов’язано. 
Розробимо комп'ютерну модель шестнадцатизахідної гіперболоїдної 
фрези, наведеної в роботі [48], з mn=1 мм та кутом підйому витка 150 для 
обробки прямозубого циліндричного колеса з z1=76. 
Профіль зуба твірного колеса можна отримати графічно, як огинаючу 
сімейства профілів твірної поверхні рейкового типу (рис. 5.24). 
Далі алгоритм моделювання полягає в наступному, в певній CAD-
системі в глобальній системі координат будуються допоміжні площини і осі. 
Всі побудови можна виконати в будь-який промислової CAD-системі. Перша 
допоміжна площина жорстко пов’язана із заготовкою інструменту. 
Обертання заготовки визначається кутом повороту цієї площині щодо осі z 
глобальної системи координат. 
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Рис. 5.24. Огинаюча сімейства профілів 
 
Друга допоміжна площина проведена під прямим кутом до першої і 
визначає положення третьої площині, яка знаходиться на відстані, рівній 
міжосьовій відстані верстатного зачеплення. Цю відстань можна редагувати в 
процесі моделювання інструментів в залежності від конкретного завдання. 
У третій площині будується допоміжна вісь твірного колеса під кутом 
схрещування зачеплення до осі z глобальної системи координат. 
Перпендикулярно цій осі будується середня площина твірного колеса, в якій 
буде розташовуватися профіль твірного зуба. 
На рис. 5.25 показана заготовка інструменту, допоміжні площини і осі. 
Профіль зуба твірного колеса може повертатися в своїй площині на кут, 
кінематично пов’язаний з кутом повороту заготовки інструменту. Після 
копіювання профілю зуба в середню площину твірного колеса під потрібним 
кутом здійснюється операція «вирізати елемент видавлювання», яка імітує 
перший прохід видалення матеріалу заготовки.  
На рис. 5.25 показаний результат видалення матеріалу, коли кути 
повороту заготовки та інструменту дорівнюють нулю. На будь-якому кроці 
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Рис. 5.25. Заготовка інструменту з допоміжними побудовами 
 
Погоджено повертаючи заготовку і твірне колесо, повторюємо цю 
операцію необхідну кількість разів, моделюючи кожен прохід інструменту. 
На рис. 5.26 показана перша впадина інструменту, отримана таким способом. 
 
 
Рис. 5.26. Побудова першої впадина інструменту видавлюванням 
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Використовуючи операцію «масив по концентричній сітці», отримуємо 
необхідну кількість витків інструмента (рис. 5.27). 
 
 
Рис. 5.27. Побудова шістнадцяти витків як масиву 
 
Для отримання комп'ютерної моделі фрези необхідно «прорізати» 
стружкові канавки. Для цього створюємо під заданим кутом додаткову 
площину, в якій будуємо профіль дискової фрези. Використовуючи операцію 
«вирізати елемент видавлювання», створюємо першу канавку, а за 
допомогою операції «масив по концентричній сітці» завершуємо створення 
комп’ютерної моделі гіперболоїдного інструменту (рис. 5.28). 
 
 
Рис. 5.28. Модель після прорізання масиву стружкових канавок 
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На рис. 5.29 показаний процес формування огинаючої та огортаючої 
кривих [77]. Під час формування западини зуба, огинаючі різальні кромки 
інструменту перетинаються в точках вершин оброблюваної поверхні. 
Координати цих точок не складно отримати як аналітичними методами, 
прирівнявши рівняння кривих, так і графічно, використовуючи систему 
прив’язок в середовищі комп’ютерної графіки. Крива, проведена через точки 
перетину, утворює лінію вершин, тобто найбільш піднесені точки западини 
зуба. Крива, що огинає миттєві положення різальної кромки інструменту, 
визначає нижню межу западини. Тому доцільно, щоб згладжуюча крива 
Безьє займала б проміжне місце, що легко забезпечити як аналітично, так і 
графічно. 
 
           
 
 








Рис. 5.29. Визначення згладжує кривої 
 
У багатьох випадках твірні поверхні та поверхні зубців можна 
отримати рухом розглянутої кривої за заданою траєкторією. Такі поверхні 
називають поверхнями руху. Поверхні руху в якості даних містять 
утворюючу криву і в тому чи іншому вигляді направляючу лінію. У 
загальному випадку направляючою може бути довільна крива. Серед різних 
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напрямних в зубчастих зачепленнях широке застосування знайшли пряма 
лінія (прямозубі циліндричні колеса і твірні поверхні), гвинтова лінія 
(косозубі та гвинтові передачі) і дуги кола (передачі з круговим зубом). Якщо 
направляючою слугує відрізок прямої, то в CAD–системах таку поверхню 
називають поверхнею видавлювання, якщо дуга кола – то поверхнею 
обертання. У всіх інших випадках виходять кінематичні поверхні. Для 
створення твердотільних еталонних моделей, обмежених такими поверхнями, 
в CAD-системах є спеціальні операції, тому це завдання вирішується легко. 
При створенні твердотільних моделей гіперболоїдних інструментів ці 
методи не підходять, так як в кожному нормальному перерізі ми маємо різну 
твірну криву. Поверхні такого роду, наприклад, корпуси суден, фюзеляжі і 
крила літаків часто проектують за допомогою поперечних або поздовжніх 
перерізів, що проходять в заданих місцях. Ці переризи з’єднуються плавними 
кривими, в результаті чого виходить єдина тривимірна форма. Раніше це 
виконувалося в натуральну величину, для чого використовувалися плази. За 
традицією процес побудови поверхні по її перетинах називається 
плазуванням, а поверхні, побудовані таким способом – сплайновими 
поверхнями. Окремим випадком таких поверхонь є поверхні Безьє, які можна 
узагальнити так, щоб вони могли описати необхідну частину поверхні 
другого порядку – еліпсоїда, гіперболоїда, параболоїда або їх окремих 
випадків. 
На рис. 5.30 показаний процес формоутворення твердотільної моделі 
западини зуба гіперболоїдна інструменту за перерізами. Спочатку модель 
заготовки інструменту розтинають паралельними площинами із заданим 
кроком. В кожному перерізі за викладеною методикою будується 
згладжуюча крива Безьє западини зуба і створюється модель. 
При виготовленні гіперболоїдного зубчастого колеса профіль поверхні 
твірного колеса часто є результатом огинання первинної твірної поверхні. 
Однак не завжди огинаюча сімейства твірних поверхонь збігається з 
реальною поверхнею, отриманою на верстаті. Це може відбуватися або через 
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наявність ребер повернення, або через самоперетинання обвідної, або з інших 
причин. Тому, поряд з диференціальними методами отримання обвідної, 
доцільно використовувати і недиференціальні методи. Проф. Шевельова Г.І. 
у своїй монографії [257] вводить поняття огортаючої: «Обволакивающая 
семейства тел – это граница множества точек, каждая из которых 




Рис. 5.30. Побудова западини зуба за перерізами: 
а) побудова кривої, яка описує западину зуба в кожному перерізі; 
б) формоутворення западини зуба моделі за перерізами 
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Рис. 5.31. Визначення граничних відхилень 
 
На рис. 5.31 показано, як утворюються огинаюча та огортаюча 
сімейства кіл. Також показана крива, що проходить через лінію вершин 
оброблюваної поверхні. В ідеальному випадку, після припрацювання, 
отриманий профіль повинен знаходитися між огинаючою та лінією вершин. 
В реальності додається цілий ряд факторів, який впливає на кінцевий 
результат. Проте, в будь-якому випадку можна визначити поле допуску, 
всередині якого повинна розташовуватися шукана крива. Так, наприклад, 
згідно з ГОСТ 9324-80 для фрези черв’ячної чистової однозаходної класу 
точності ААА і модуля від 1 мм до 2 мм, для нарізання циліндричних 
зубчастих коліс з евольвентним профілем, допуск на профіль зуба, тобто 
відстань по нормалі між двома номінальними профілями, що обмежують 
дійсний профіль, виміряний в заданому перерізі в межах робочої ділянки 
зуба ff0 не повинно перевищувати 3 мкм. 
Для того, щоб диференціальними методами можна було аналізувати 
результати синтезу, крива, яка перебуває всередині поля допуску, повинна 
бути гладкою та двічі диференційованою [82]. Чи не маловажним фактором 
може виступати і можливість інтерактивного керування формою кривої, з 
подальшим візуальним аналізом показників, що характеризують можливість 
її використання. У монографії [107] наводиться детальний аналіз кривих і 
поверхонь, широко використовуваних як складовий елемент математичного 
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ядра при розробленні програмного забезпечення сучасних систем 
CAD/CAM/CAE. 
В роботі [67] розглядається спосіб інтерактивного синтезу, коли для 
керування кривою, яка описує робочу ділянку зуба колеса, використовується 
крива Безьє 3-го порядку. На рис. 5.32 показано, як графічним методом, 
прямо на екрані монітора, можна вписати таку криву між огинаючою і лінією 
вершин. Тут Р0, Р3 – опорні точки, які розташовуються всередині поля 
допуску, причому крива може складатися з декількох ділянок, для яких 
кінцева опорна точка однієї ділянки є початковою опорною точкою наступної 
ділянки. Ділянки можна стикувати так, що в спільній для обох ділянок кривої 










Рис. 5.32. Побудова сплайнової кривої 
 
Слід зазначити, що чим менше буде таких ділянок, тим простіше буде 
керувати формою кривої Безьє при синтезі спряжених профілів зубців. Точки 
Р1, Р2 є керуючими, захоплюючи і переміщаючи їх курсором на екрані 
монітора, можна керувати формою кривої, причому точність апроксимації 
графічним методом досить висока. Так, для модуля 1 мм для різних контурів 
твірної поверхні крива Безьє вписувалася в поле допуску 0,5 мкм, що в 6 
разів точніше, ніж в наведеному вище стандарті. 
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На рис. 5.33 показана твердотільна комп’ютерна модель зачеплення 
зуба циліндричного колеса і западини між зубцями гіперболоїдного колеса, 
отримана за перерізами описаним вище методом. 
У наведеній моделі евольвентний профіль зуба колеса був отриманий 
запропонованим методом, коли огинаюча твірної поверхні рейкового типу зі 
стандартним вихідним контуром була замінена кривою Безьє 3-го порядку. 
Заготовка типу «однопорожниний гіперболоїд» була розбита з однаковим 
кроком сімейством площин, паралельних торцю заготовки. Причому крок 




Рис.3. Твердотельная компьютерная модель 
 
Рис. 5.44. Ілюстрація взаємодії одного зуба з впадиною другого 
 
У кожній січній площині визначалася огортаюча крива, форма якої 
залежала від заданої кількості проходів різальної кромки інструменту при 
обкочуванні інструменту і колеса. Отримана крива замінювалася кривою 
Безьє 3-го порядку, яка і слугувала основою для побудови западини зубців 
гіперболоїдного колеса. Використовуючи операцію «побудова масиву по 
концентричній сітці», створювалась необхідна кількість зубців. 
При використанні розробленої комп’ютерно-інтегрованої системи 
формоутворення інформація про геометрію формоутворюючих та 
формостворюваних елементів може автоматично передаватися в будь-яку 























Рис. 5.34. Інтерфейс передачі геометрії з системи формоутворення у 
CAD–систему 
 
параметричних моделей створюваних виробів (рис. 5.34) або подальшої 
розробки електронного еталона комп’ютерної моделі зубообробного 
інструменту (рис. 5.28 ) або зубчастого колеса (рис. 5.35). 
Діалогове вікно для 
вибору кривої, яку 
потрібно експортувати в 
CAD-систему 
Автоматична побудова кривих в CAD 
реалізована з використанням COM-технології 
(Component Object Model) 
Криві робочих ділянок і вихідного 
контуру, передані в CAD-систему 
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Рис. 5.35. Візуалізація комп’ютерної моделі шевронного колеса в Autodesk 
PowerSHAPE 
 
5.3.2. Електронні еталони при механічному обробленні зубчастих 
коліс традиційними методами 
В якості традиційних засобів вимірювання і контролю зачеплень і їх 
елементів широко використовуються як універсальні вимірювальні прилади – 
мікрометри, штангенциркулі, прилади індикаторного типу та інші 
інструменти, широко поширені в вимірювальної практиці машинобудування, 
так і спеціальні, такі як прилади для контролю радіального биття зубчастих 
вінців, нормалеміри, межцентроміри, крокоміри, штангензубоміри, 
евольвентоміри і та ін. Аналіз традиційних засобів вимірювання і контролю 
параметрів зубчастих коліс наведено в роботах [181], [246], [247]. Суттєвим 
недоліком цих засобів вимірювання є низький рівень автоматизації та вузька 
спеціалізація цих приладів, при якій для кожного контрольованого параметра 
потрібно застосовувати свій засіб вимірювання. Тому, широкого поширення 
набувають координатно-вимірювальні машини (КВМ) різних типів, які 
використовують електронні еталони при контролі точності готових зубчастих 
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коліс (п. 1.4.3). 
Для розробки електронних еталонів комп’ютерних моделей зубчастих 
коліс і зуборізних інструментів використовуються промислові CAI-системи, 
наприклад, PowerInspect фірми Autodesk, які інтегруються в координатно-
вимірювальні комплекси. 
Серед спеціалізованих лазерних КВМ, призначених для вимірювання і 
контролю зубчастих коліс слід зазначити вимірювальну систему HN-C3030 
виробництва фірми Nikon Metrology NV (Бельгія) корпорації Nikon 
Corporation (Японія), яка дозволяє обробляти до 120 000 точок в секунду. 
Так, наприклад, перевірка всієї поверхні зубців на одній автомобільній 
конічній зубчастій передачі може бути проведена лише за 5 хвилин (рис. 
5.36). Висока щільність ліній у хмарі точок з кроком 20 мкм дозволяє 
аналізувати не тільки геометрію, але і хвилястість поверхні зубців. 
 
Рис.5.36. Контроль геометрії зубчастого колеса безконтактним методом [280] 
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Точність зубчастих коліс, отримана в процесі механічної обробки, в 
першу чергу, залежить від точності геометрії різальної кромки інструменту. 
Для точного контролю геометрії зуборізних інструментів і порівняння 
результатів з еталонними комп’ютерними моделями широко використо-
вуються координатні зубовимірювальні комплекси MarGear GMX фірми 
Mahr GmbH (рис. 5.37) та ін. 
 
 
Рис. 5.37. Контроль геометрії черв’ячної фрези контактним методом [284] 
 
Так, при виготовленні і переточуванні черв’ячних фрез контролюються: 
- осьове і радіальне биття буртів; 
- крок і напрямок стружкових канавок; 
- профіль на різальній кромці або нижче різальної кромки; 
- оцінка результатів вимірювання гвинтової лінії і кроку зубців; 
- оцінка похибки профілю і розташування передньої поверхні; 
- оцінка товщини зуба; 
- аналіз відповідності DIN 3968 та іншим стандартам. 
Отримані в результаті вимірів точки, відповідно до значень своїх 
координат, поміщаються на електронний еталон комп'ютерної моделі, і за 
відхиленнями від еталону приймається подальше рішення щодо доопрацю-
вання та використання отриманих виробів. 
За допомогою розробленого в роботі математичного, методичного, 
алгоритмічного і програмного забезпечення були спроектовані і виготовлені 
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шевронні, гвинтові та гіперболоїдні зубчасті колеса, а також, спрофільовані 
та виготовлені гіперболоїдні інструменти для механічного оброблення 
циліндричних зубчастих коліс. Контроль геометрії готових виробів 
здійснювався за допомогою координатно-вимірювальних машин, а 
результати порівнювалися з електронними еталонами зубчастих коліс та 
інструментів. 
 
5.3.3. Інтеграція з CAM-системами 
В даний час у Україні експлуатується велика кількість імпортного 
обладнання, деталі якого вимагають заміни або модернізації [83]. Для 
підвищення терміну служби та ефективності його використання виникають 
завдання виготовлення різних відповідальних вузлів і деталей та поліпшення 
їх експлуатаційних властивостей. Виготовлення таких деталей традиційними 
методами в умовах одиничного виробництва економічно недоцільно. 
Виходом з цієї ситуації є синтез сучасних комп’ютерних технологій і 
обладнання з ЧПК. 
Одним з видів деталей, які широко використовуються в різних вузлах 
імпортного обладнання, є зубчасті колеса, що мають складні і 
складнопрофільні поверхні. При цьому за зношеними або зруйнованими 
зубцями коліс необхідно відновити первинну геометрію, провести аналіз та 
синтезувати форму зубців. В основі проектування і виробництва лежить 
розробка і аналіз твердотільних комп’ютерних моделей.  
На основі отриманих комп’ютерних моделей готовий виріб можна 
отримати двома способами. До першого способу можна віднести адитивні 
технології виготовлення деталей, що мають складні поверхні. Ці технології 
базуються не на відділенні об’ємів , що становлять припуск, а на пошаровому 
нарощуванні об'єктів до досягнення необхідних характеристик.  
До другого способу можна віднести технології, при яких за 
комп’ютерними моделями генеруються керуючі програми для верстатів з 
ЧПК, а подальше виготовлення ведеться традиційними способами [291]. 
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Для одночасного фрезерування відразу 4-х зубчастих коліс була 




Рис. 5.38. Комп’ютерна модель оправки для виготовлення зубчастих коліс та 
її деталей 
 
Для виготовлення набору зубчастих коліс використовувалася система 
Autodesk PowerMill – одна з найдосконаліших CAM-систем, призначена для 
програмування складних видів фрезерної обробки на багатокоординатних 
верстатах з ЧПК. Вона містить в собі високоефективні стратегії оброблення, 
що дозволяють значно скоротити час обробки на верстаті та забезпечити 
якість оброблених поверхонь. 
Autodesk PowerMill комбінує технології багатопотокової обробки даних 
з обчисленнями в фоновому режимі, що забезпечує використання всіх 
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можливостей сучасних персональних комп’ютерів з багатоядерними 
процесорами. Обчислення в фоновому режимі дозволяють організувати 
роботу так, що користувачеві не потрібно чекати, поки Autodesk PowerMill 
вирахує траєкторії. Багатопотокова обробка даних скорочує час, що 
витрачається на розробку керуючих програм. 
 
Рис. 5.39. Комп’ютерна імітація фрезерування шевронних зубчастих 
коліс в Autodesk PowerMill [291] 
 
Параметричне зміщення створює траєкторії для оброблення поверхні зі 
змінним, а не з постійним кроком. Ця стратегія дозволяє обробити область 
цілком без різких змін напрямку. 
Застосування в Autodesk PowerMill повної ЗD-моделі залишку 
матеріалу забезпечує стабільні режими різання і скорочує непотрібні 
переміщення. На будь-якому етапі оброблення можна розрахувати і 
візуалізувати решту матеріалу, що дозволяє полегшити вибір відповідних 
стратегій та інструменту для усунення залишків матеріалу (рис. 5.41). 
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Рис. 5.40. Комп’ютерна імітація фрезерування косозубих коліс в 










Рис. 5.41. Візуалізація процесу фрезерування шевронних зубчастих 
коліс на верстаті з ЧПК [291] 
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Змодельовані зубчасті колеса були виготовлені на модернізованому 
копіювально-фрезерному двошпиндельному верстати Starrag KF-200 з ЧПК 
HEIDENHAIN 355 з програмно керованою ділильною головкою (рис. 5.42). 
Обертання заготовки здійснювалося за допомогою оснащеної кроковим 
двигуном ділильної головки по керуючій програмі. 
Як матеріал заготовки використовувався поліетилентерефталат 
твердістю НВ 170. Рекомендовані режими різання при фрезеруванні: подача 
до 0,05 мм/зуб, швидкість різання 150-300 м/хв. задній кут   = 50…150, 
передній кут  = 00…150. 
 
Рис. 5.42. Чорнове оброблення косозубих зубчастих коліс на верстаті з ЧПК 
моделі Starrag KF-200 
 
При використанні сучасних комп’ютерних технологій і комплексу 
програм сімейства Autodesk PowerSolution спрощується спосіб отримання, 
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аналізу та вдосконалення електронних еталонів твердотільних комп’ютерних 
моделей деталей зі складною геометрією. 
Використання програмних комплексів і верстатів з ЧПК дає 
можливість виготовляти зубчасті колеса з різними поверхнями зубців 
(рис. 5.43) без використання спеціального інструменту і зубофрезерних 
верстатів. 
Запропонований спосіб дозволяє скоротити терміни і знизити 
собівартість одиничного виробництва зубчастих коліс, що мають складні і 
складнопрофільні поверхні. 
 
а)      б) 
Рис. 5.43. Результат оброблення на верстаті з ЧПК шевронного (а) та 
косозубого (б) зубчастих коліс 
 
5.3.4. Адитивні технології 
Комп’ютерні моделі зубчастих коліс зі складними поверхнями, 
отримані в результаті використання розробленої системи формоутворення 
слугують основою для використання адитивних технологій їх виготовлення 
[285]. 
Технологія моделювання методом пошарового наплавлення (Fused 
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Deposition Modeling – FDM) в поєднанні з термопластиком виробничого 
класу дозволяє створювати міцні і стабільні за розмірами компоненти, які 
характеризуються більш високою точністю і повторюваністю. 
3D-принтери на основі технології FDM створюють деталі шар за шаром 
від низу до верху, нагріваючи і видавлюючи термопластичну нитку. 
Програмне забезпечення для підготовки до друку ділить на секції і розміщує 
файл 3D–CAD, а також прораховує шлях видачі термопластику і необхідного 
допоміжного матеріалу. 
Адитивне створення шевронного зубчастого колеса здійснювалось на 
принтері Makerbot Replicator 5 (рис. 5.44). На рис. 5.44,а видно, що на 
початку роботи роздруковується підкладка під майбутню деталь, яка служить 
проміжною ланкою між робочим столом і деталлю. На рис. 5.44,б показаний 
процес створення шевронного зубчастого колеса на етапі 75 % готовності.. 
  
а) б) 
Рис. 5.44. Ілюстрація адитивного створення шевронного зубчастого колеса: 
а – на початковій стадії; б – на етапі 75 % готовності 
 
5.3.5. Інтеграція з CAI–системами 
Інтеграцію розробленої системи формоутворення з CAI–системами 
розглянемо на прикладі реінжинірингу зношених зубчастих коліс на базі 
сучасних апаратно–програмних комплексів та оригінального програмного 
забезпечення [81], [285]. 
«Реінжиніринг (зворотний інжиніринг) – технологія відтворення за 
наявним фізичним оригіналом, яка інтенсивно розвивається, має широкі 
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практичні перспективи, вимагає наукового підходу до його вивчення для 
вирішення цілої низки проблем: раціонального обґрунтованого вибору 
методу зворотного інжинірингу, обладнання та програмного забезпечення з 
урахуванням особливостей промислових виробів» [125]. 
Залежно від завдання реінжинірингу і вихідного стану зубчастих коліс 
до вимірювального устаткування висуваються різні вимоги. Якщо необхідно 
отримати інформацію за вимірюваннями нового зубчастого колеса і потім 
його відтворити з максимальною точністю, необхідні координатно-
вимірювальні машини високої точності. Якщо ми отримуємо геометричну 
інформацію із зношеної деталі, то точність вимірювання може бути на 
порядок менше, але не перевищувати величину зношування поверхні зубців 
[15]. 
Для отримання первинної інформації використовувалася КВМ FARO 
Edge ScanArm HD (рис. 5.45). 
  
Рис. 5.45. КВМ FARO Edge ScanArm HD [187] 
Процес отримання початково інформації в загальному вигляді 







Рис. 5.46. Процес отримання вихідної інформації: 
а – сканування оригіналу; б – «хмара» точок виміряної моделі; в – поверхнева 
модель з дефектами; г – визначення перерізів з паралельними площинами 
 
Після підготовки поверхні зубчастого колеса виконується процес його 
оптичного сканування (рис. 5.46,а). Безконтактний лазерний сканер за один 
прохід сканує зону певної фіксованої ширини. Щоб оцифрувати всю деталь, 
робиться кілька скануючих проходів з різних ракурсів, щоб промінь лазера 
міг дістатися до затінених зон. 
На наступному етапі (рис. 5.46,б) отримується хмара точок. Необхідно 
відзначити, що будь-яка координатно-вимірювальна машина або 3D-сканер в 
результаті сканування видає дискретний набір 3D-точок. Оскільки для 
роботи з тріангульованими даними застосовуються особливі методи 
математичного опису, що відрізняються від використовуваних для 
поверхневих або твердотільних CAD-моделей, з’явився особливий клас 
САПР, орієнтований на обробку та редагування саме сканованих хмар точок. 
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Далі (рис. 5.46,в) формується огортаюча поверхня, яка в разі зношених 
зубчастих коліс повинна бути піддана процедурі відновлення («лікування»). 
На наступному етапі (рис. 5.46,г) для визначення профілю зубців 
шевронного колеса, розбиваємо побудовану триангуляційну модель 
перерізами, паралельними до торця моделі з кроком 5 мм. Для цього на торці 
вибираємо три точки і через них проводимо торцеву площину. У кожній з 
січних площин будуємо лінії перетину площин і моделі. Видаляючи 
тріангуляційну модель, отримуємо профілі зубців колеса в січних площинах. 
Після видалення січних площин отримуємо криві, що описують профілі 
зубців в різних перерізах. Видаляємо випадково відхилені криві, з’єднуємо 
розриви і згладжуємо криві в точках контакту. Для того, щоб отримати більш 
достовірну інформацію про профілі декількох зубців, ми повертаємо всі 
перерізи навколо осі колеса і зводимо їх до проекції на один зуб (рис. 5.47). 
 
Рис. 5.47. Поєднання профілів в один зуб 
 
Для формування профіля зуба підставляємо значення координат 
отриманих точок вихідного контуру в програму апроксимації точок кривими 
Безьє 3-го порядку і отримуємо значення координат керуючих точок кривих. 
Для кривої, яка описує головку зуба маємо наступні значення: 
x0 = 0,  y0 = 0;  x1 = 0,028,  y1 = 0,735; 
x2 = 0,455,  y2 =0,919;  x3 = 0,637,  y3 = 1. 
Аналогічно отримуємо значення координат керуючих точок кривої 
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Безьє, яка описує профіль ніжки зуба: 
x0 = 0,  y0 = 0;  x1 =-0,022,  y1 =-0,372; 
x2 = -0,162,  y2 =-0,670;  x3 =-0,735,  y3 =-1. 
Знайдемо вихідний контур твірної поверхні для спряженого зубчастого 
колеса, використовуючи той самий алгоритм. У нашому випадку в зачепленні 
з передавальним відношенням u=1 беруть участь однакові зубчасті колеса. 
Тому крива, що описує вихідний контур, при повороті на 1800 навколо 
полюса зачеплення повинна взаємно накладатися. Крім того, для колеса і для 
шестерні повинен бути один вихідний контур. В іншому випадку не буде 
виконуватися основний закон зачеплення, миттєве передавальне відношення 
буде коливатися, що викличе динамічні навантаження в точках контакту. 
Також не буде забезпечений лінійний контакт в зачепленні, що знизить 
контактну міцність зубців. Як видно з рис. 5.49, вихідні контури не 
збігаються, але відома область, що обмежує вихідний контур, який 
максимально відповідає заданому зачепленню. 
Тому необхідно проаналізувати граничні зовнішні і внутрішні вихідні 
контури за показниками, що відображають функціональні можливості 
зубчастого зачеплення і вибрати такий, що найкраще підходить. 
Повертаємо профіль до співпадання полюса з початком системи 
координат. За зовнішньому контуром будуємо точки і знімаємо значення їх 
координат. Заносимо отримані значення в програму апроксимації точок 
кривими Безьє і отримуємо значення координат керуючих точок кривих. Для 
кривої, яка описує головку зуба маємо наступні значення: 
x0 = 0 ,  y0 = 0;  x1 = 0,01 ,  y1 = 0,25;  
x2 = 0,05 ,  y2 =0,72 ;  x3 = 0,71 ,  y3 = 1. 
Аналогічним чином отримуємо значення координат керуючих точок 
кривої Безьє, яка описує профіль ніжки зуба: 
x0 = 0 ,  y0 = 0;  x1 = -0,01 ,  y1 = 0,08;  
x2 = -0,01 ,  y2 =-0,81 ;  x3 = -0,87 ,  y3 = -1,12. 
На рис. 5.48 показані результати розрахунку і відтворення профілю 
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зуба. 
 а)  б) 
Рис. 5.48. Результати розрахунку(а) і профіль зуба (б) 
 
Наступним етапом є синтез електронного еталона зубчастого 
зачеплення. За допомогою програмного забезпечення «SAlAT» [236] були 
проаналізовані отримані результати і внесені корективи в геометрію 
комп’ютерних моделей зубчастих коліс. 
На рис. 5.49 наведені результати порівняльного аналізу граничних 
















Рис. 5.49. Порівняльний аналіз вихідних контурів: 
а – відносна швидкість ковзання робочих поверхонь; б – зведена кривизна 
поверхонь зубців; в, г – коефіцієнти питомих ковзань шестерні і колеса; 
д – сумарна швидкість переміщення точок контакту 
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Інтерактивно керуючи вихідним контуром, вдалося значно поліпшити 
геометричні та кінематичні показники синтезованого зачеплення. 
Як видно з рис. 5.49, в результаті синтезу вдалося знизити відносну 
швидкість ковзання зубців в 1,5-2 рази, що сприятливо вплине на 
зносостійкість зачеплення і більш ніж в 2 рази знизити приведену кривизну 
зубців в навколополюсній зоні, що підвищить контактну міцність зубців в 
точках контакту. 
Далі, для створення еталонної моделі зубчастого колеса, криві 
автоматично переносяться в систему твердотільного моделювання.  
На підставі синтезованого контуру зубців в системі Autodesk 
PowerSHAPE створена твердотільна комп’ютерна модель (рис. 5.35). За 
моделлю на верстаті з ЧПК (рис. 5.42) і на 3D-принтері (рис. 5.44) були 
виготовлені зубчасті колеса (рис. 5.50). 
 
а)     б) 
Рис. 5.50. Зношене (а) і виготовлене (б) зубчасті колеса 
 
Далі на рис. 5.51 показаний процес проведення остаточного контролю 





Рис. 5.51. Контроль геометрії зубчастого колеса за допомогою КВМ FARO 
Edge ScanArm HD 
 
Відсканована хмара точок поверхонь зубців автоматично накладається 
на поверхню еталонної моделі зубчастого колеса. Причому базування 
здійснюється за хмарами точок в комп’ютерній програмі Autodesk 
PowerINSPECT. Результати контрольної операції оформляються у вигляді 
протоколу, в якому відображаються координати точок і величини відхилень 
від номінального розміру із зазначенням точок на поверхні колеса в 
графічному звіті (рис. 5.52). 
 
Рис. 5.52. Візуалізація протоколу вимірювань в комп’ютерній програмі 
Autodesk PowerINSPECT 
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В результаті досліджень реалізований оригінальний підхід до 
технології реінжинірингу зубчастих зачеплень для умов зношених зубчастих 
коліс з використанням сучасних апаратно-програмних комплексів, створення 
електронного еталона зубчастого зачеплення і оригінального програмного 
забезпечення в основі якого лежить модель уніфікованого опису зубчастих 
зачеплень, інваріантна до вихідного профілю зубчастого зачеплення. 
 
Висновки до розділу 5 
1. Методики, алгоритми і програмне забезпечення для інтерактивного 
керування формоутворенням поверхонь, уніфікації керуючих параметрів, 
визначення контактних точок, оптимізаційного синтезу функціональних 
поверхонь зубчастих коліс та інструментів, засновані на отриманих в роботі 
математичних моделях, дозволили розробити комп’ютерно-інтегровані 
системи формоутворення зубчастих коліс з можливістю автоматизованого 
проектування та інтерактивного керування. 
2. Розроблена комп’ютерно-інтегрована система забезпечення 
формоутворення зубчастих коліс дозволяє передавати отримані комп’ютерні 
моделі функціональних поверхонь коліс та інструментів в промислові 
системи автоматизованого проектування, виробництва і контролю 
геометричних параметрів виробів, що виготовляються. 
3. Прямий інтерфейс з системою автоматизованого проектування 
дозволяє автоматично передавати геометричну інформацію в промислові 
CAD-системи, а при наявності параметричних бібліотек готових виробів, 
автоматично редагувати комп'ютерні моделі. 
4. При наявності еталонних комп’ютерних моделей генеруються і 
аналізуються керуючі програми для верстатів з ЧПК. Це дозволяє 
виготовляти вироби, які мають складні поверхні, без застосування 
спеціального інструменту та додаткового оснащення. 
5. За допомогою адитивних технологій були виготовлені зубчасті 
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колеса, функціональні поверхні яких відповідають вимогам, що 
пред’являються до точності зубчастих коліс. 
6. Використання CAI-системи дозволило вирішити задачу реінжи-
нірингу зношеного шевронного колеса із забезпеченням необхідної якості. 
7. Нове програмне забезпечення для аналізу і синтезу функціональних 
поверхонь, використане для проектування деталей спеціального призначення, 
дозволило скоротити витрати часу на технологічне проектування на 25-30%, 
підвищити якість технологічного проектування та ефективність роботи 
технологів, підвищити продуктивність роботи при механічній обробці 
деталей зі складною функціональної поверхнею в середньому на 12%. 
На розроблене програмне забезпечення отримані свідоцтва про 
авторське право на твір [233], [234], [235], [236], [237] (додаток В). 
Матеріали розділу опубліковані в наступних роботах: [4], [27], [50], 
[62], [64], [65], [66], [67], [77], [78], [80], [81], [82], [83], [86], [89], [93], [126], 
[128], [199], [200], [211] [285], [291]. 
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РОЗДІЛ 6 
ПРАКТИЧНА РЕАЛІЗАЦІЯ ТА ВПРОВАДЖЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ 
6.1. Виготовлення зубчастих коліс і зубообробного інструменту 
6.1.1. Виготовлення гіперболоїдних коліс 
Нарізати зубці на однопорожнинному гіперболоїді за допомогою 
циліндричного зубчастого колеса в виробничих умовах дуже складно [58]. 
Для цього необхідно модернізувати верстат таким чином, щоб нарізуване 
гіперболоїдне зубчасте колесо та інструментальне колесо мали узгоджені 
обертання за рахунок гітари розподілу верстата, крім того інструментальне 
зубчасте колесо має рухатися в горизонтальній площині. Для цього необхідно 
значно модернізувати зубофрезерний верстат або спроектувати 
зубообробний верстат нової конструкції, що в даний час є досить складно. 
Будемо нарізати зубці на гіперболоїді за допомогою стандартних 
зубофрезерних верстатів «Pfauter» і 5Е32, які в своїй конструкції мають 
протяжний супорт. Для такого нарізування зубців на однопорожнинному 
гіперболоїді необхідно заготовку обробити на токарному верстаті, таким 
чином, щоб її зовнішня поверхня мала форму гіперболоїда. Ця заготовка 
встановлюється на інструментальній оправці, закріпленій в інструмен-
тальному шпинделі зубофрезерного верстата. Шпиндель верстата повертають 
на кут, рівний куту підйома витка однопорожнинного гіперболоїда. На столі 
верстата встановлюється інструментальне зубчасте колесо, таким чином, щоб 
його передня поверхня була паралельна прямолінійній твірній 
однопорожнинного гіперболоїда. За допомогою гітари розподілу верстата 
гіперболоїдне зубчасте колесо, яке нарізується, та інструментальне колесо 
приводяться в узгоджене обертання. Інструментальний супорт має одночасно 
дві подачі: осьову і тангенціальну. В результаті цих двох подач гіперболоїдне 
зубчасте колесо переміщується з положення I в положення II, а потім і в 
положення III, в якому колеса виходять із зачеплення, і повністю 
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припиняється процес нарізування [202]. Схема такого нарізування 
представлена на рис. 6.1. 
 
Рис. 6.1. Схема нарізування зубців на гіперболоїдної заготівлі 
 
Необхідно відзначити, що при нарізуванні гіперболоїдних зубчастих 
коліс згідно зі схемою, представленою на рис. 6.1, зовнішня поверхня 
заготовки має не гіперболоїдний профіль, а профіль тіла виду 
«однопорожнинний гіперболоїд». Інструментальне зубчасте колесо 
формоутворює як зубці гіперболоїдного колеса так і зовнішню гіперболоїдну 
поверхню. В цьому випадку різання металу відбувається закритим різальним 
контуром, отже, умови різання несприятливі, що значно впливає на якість і 
точність обробки. З метою усунення цих недоліків в роботі був розроблений і 
запатентований новий спосіб нарізування зубців, представлений на рис. 6.2. 
 
Рис. 6.2. Схема виготовлення гіперболоїдного зубчастого колеса 
Нарізування зубців на гіперболоїдній заготовці здійснюють за два 
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переходи. На першому переході циліндричну заготовку встановлюють таким 
чином, що через її середній перетин проходить пряма, паралельна передній 
різальній кромці круглого різця. При цьому нарізується зовнішня поверхня 
однопорожнинного гіперболоїда. Діаметр круглого різця дорівнює діаметру 
кола западин інструментального зубчастого колеса. На другому переході 
гіперболоїдну заготовку опускають на величину рівну висоті круглого різця, 
таким чином, що передня грань циліндричного інструментального зубчастого 
колеса збігається з прямолінійною твірною однопорожнинного гіперболоїда 
[203]. Подальше формоутворення гіперболоїдного зубчастого колеса 
аналогічно формоутворенню, представленому на рис. 6.1. 
За допомогою перерахованих вище способів виготовлення 
гіперболоїдних зубчастих коліс можна отримувати прямозубі зубчасті 
колеса. Але в механізмах дуже часто при одних габаритних розмірах 
необхідно міняти передавальне відношення. Отже, виникає необхідність 
нарізувати зубчасті колеса одного розміру з різним кутом нахилу зуба. Для 
цього був розроблений і запатентований спосіб нарізування гіперболоїдних 
зубчастих коліс, представлений на рис. 6.3. Цей спосіб виготовлення 
гіперболоїдних зубчастих коліс за кінематикою аналогічний способам, 
представленим на рис. 6.1 і рис. 6.2. Відмінність способу полягає в тому, що 
при нарізуванні зубців додатково налаштовують гітару диференціала 
зубофрезерного верстата. В цьому випадку отримуємо можливість 
виготовити гіперболоїдні зубчасті колеса принципово нової геометрії, у яких 
лінія зуба відхиляється від прямолінійної твірної однопорожнинного 
гіперболоїда [204].  
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Рис. 6.3. Схема нарізування косозубих гіперболоїдних зубчастих коліс 
 
Заготовка гіперболоїдного колеса має вигляд однопорожнинного 
гіперболоїда [54]. Такі заготовки можуть бути виготовлені за копіром (що 
викликає певні труднощі) або за допомогою дискового різця з торцевою 
різальною поверхнею на універсальному верстаті за схемою, показаною на 
рис. 6.4. 
  
Рис. 6.4. Спосіб отримання однопорожнинного гіперболоїда дисковим різцем 
 
Діаметр різця (різець можна замінити сектором) повинен дорівнювати 
діаметру западин прямозубого циліндричного колеса, тобто 
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mzmmdd ndr 5,25,2 1  . 
При цьому процес різання наступний: обертання заготовки 1 і різця 2 
кінематично ув’язані за допомогою гітари ділення. Рух подачі S залежить 
тільки від режимів різання. 
Зауважимо, що при виготовленні гіперболоїдної заготовки дисковим 
різцем, кругова різальна кромка описуватиме циліндричну твірну поверхню. 
Знайдемо поверхню гіперболоїдної заготовки 1, яка при обертанні 
навколо своєї осі дотикалась би до циліндричної твірної поверхні, яку описує 
інструмент 2. 
Для цього всій системі (гіперболоїдна заготовка – дисковий різець) 
дамо кутову швидкість, рівну і протилежну кутовій швидкості гіперболоїдної 
заготовки. В цьому випадку заготовка виявиться зупиненою, а вісь твірної 
поверхні буде обертатися навколо осі заготовки і ковзати по своєму 
напрямку. Цілком очевидно, що вісь твірної поверхні буде захоплювати за 
собою і весь циліндр (обертання якого навколо своєї осі можна, очевидно, до 
уваги не брати), огинаюча якого в цьому русі і є шуканою поверхнею. Тут ми 
маємо дуже просту задачу огинання, що дозволяє вирішити її на підставі 
простих міркувань. У будь якому виподку, повинно бути ясно, що шукана 
поверхня є поверхнею обертання. При зменшенні радіуса циліндра, тобто 
циліндричної твірної поверхні, до нуля ми отримаємо виріб у вигляді 
однопорожнинного гіперболоїда. На цій підставі можна стверджувати, що 
шукана поверхня, одержувана твірною циліндричною поверхнею, за своїм 
виглядом повинна нагадувати однопорожнинний гіперболоїд. Ці поверхні 














де: wA  – міжосьова відстань; 
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r  – радіус циліндра; 
  – поточна координата 1Z  (відстань від горлового перетину до того, 
що розглядається); 
  – кут схрещування осей; 
  – параметр. 
Підставляючи в рівняння (6.1) значення параметрів, визначимо 
шуканий радіус   в торцевому перерізі гіперболоїдної заготовки. Таким 
шляхом можна визначити всі проміжні радіуси  . 
Проміжні значення   також можна знайти при вирішенні системи 
трансцендентних рівнянь. При цьому знаходяться координати 11,УХ  для 






Точіння гіперболоїдних заготовок і нарізування зубців виконувалися на 
зубофрезерних верстатах «Modul» і «Pfauter» на ВО «Луганськтепловоз» і на 
Луганському верстатобудівному заводі [57]. 
Для експерименту були прийняті такі геометричні параметри коліс 
гіперболоїдної передачі: циліндричне прямозубе зубчасте колесо з кількістю 
зубців 502 z , гіперболоїдне зубчасте колесо з 401 z , модуль нормальний 
прийнятий 5,1m  мм і кут схрещування 120 .  






da  мм. 




Рис. 6.5. Фото процесу виготовлення гіперболоїдної заготовки 
 
Після отримання гіперболоїдної заготовки виконують нарізування 
зубців методом обкочування за допомогою циліндричних обкатних 
інструментів 2 (рис. 6.6). Нарізування гіперболоїдних заготовок можна 
здійснювати за допомогою стандартного довбача. 
 
 
Рис. 6.6. Схема нарізування зубців гіперболоїдного колеса 
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Пропонований спосіб відрізняється тим, що вісь довбача встановлюють 
відносно колеса під кутом, рівним куту нахилу зубців колеса на ділильному 
циліндрі, а подачу колеса здійснюють уздовж осі довбача [52]. Такий спосіб 
забезпечує між основними поверхнями лінійний контакт в передачах з 
перехресними осями і підвищення навантажувальної здатності передачі. 
Заготовка нарізуваного колеса закріплюється на оправці шпинделя верстата. 
У центрах стола верстата встановлюється і закріплюється прямозубий довбач 
з будь-якою кількістю зубців, вісь якого схрещується під кутом   (  кут 
нахилу зубців колеса на ділильному циліндрі) з віссю нарізуваного колеса. 
Кінематичний ланцюг настроювання верстата повинен забезпечувати 
передавальне відношення 
 
kддk zz //   
 
де  k  кутова швидкість обертання колеса; 
д  кутова швидкість обертання довбача; 
дz  кількість зубців довбача; 
kz  кількість зубців нарізуваного колеса. 
При нарізуванні здійснюється подача колеса уздовж осі довбача. 
Зубчасті колеса, нарізані згідно даного способу, мають опукло-вигнуту бічну 
поверхню зубців, аналогічну з бічними поверхнями зубців черв’ячного 
колеса. Товщина зубців по дузі одного і того ж діаметру є змінною в різних 
торцевих перерізах колеса, збільшуючись від його середини до торців. Тому 
при роботі двох таких коліс в передачі з перехресними осями забезпечується 
більш щільне прилягання бічних поверхонь зубців. Таким чином, теоретично 
навантажувальна здатність зубчастих коліс, нарізаних згідно даного способу, 
є вищою, ніж у гвинтових коліс, нарізаних відомим способом. 
Головним рухом різання є відносна швидкість ковзання 
)12(
V  передніх 
ріжучих граней циліндричного обкатного інструменту 2 по поверхні зубців 1 
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на гіперболоїдній заготовці. Вищевказане відносне ковзання виходить за 
рахунок схрещування осей циліндричного обкатного інструменту 2 і 
гіперболоїдної заготовки 1 (ріс. 6.6). Чим більший кут ,  тим вища 
швидкість ,
)12(
V  тим кращі умови різання. Подача S в мм/об здійснюється 
вздовж прямої, яка схрещується з віссю обертання однопорожнинного 
гіперболоїда (уздовж осі інструменту 2) призначається в залежності від 
режимів різання. При цьому обертальний і поступальний рух циліндричного 
обкатного інструменту 2 не залежать одне від одного і тому є двома 
незалежними параметрами. 
Зауважимо, що подача S в залежності від верстата, може задаватися 
гіперболоїдній заготівці паралельно прямий, яка схрещується з віссю 
обертання однопорожнинного гіперболоїда. 
Описаний спосіб нарізування гіперболоїдних зубців може бути 
реалізований, наприклад, на зубофрезерних верстатах з протяжним супортом 
або без протяжного супорта. 
Розглянемо нарізування зубців на гіперболоїдному колесі на 
зубофрезерному верстаті з протяжним супортом. Схема установки 
прямозубого колеса і гіперболоїдної заготовки наведена на рис. 6.6. 
Обертання відбуваються у напрямку годинникової стрілки і узгоджуються за 
допомогою гітари ділення шляхом підбору змінних шестерень за відомою 
формулою: 




де dcba ,,,  розрахункові зубчасті колеса гітари розподілу; 
m  характеристика зубофрезерного верстату (4, 6, 12, 18, 24, 48); 
k  кількість зубців на циліндричному інструменті; 
Z – кількість зубців на нарізуваному колесі. 
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При застосуванні циліндричного косозубого обкатного інструменту 
необхідно налаштувати ще й гітару диференціалу. 
Визначимо геометричні параметри нарізуваного гіперболоїдного 
колеса і обкатного інструменту з наступними параметрами: 
 ;5,1;62 ммmZ 81. Торцевий модуль цього колеса 
 
81cos/mmt   5908,91564,0/5,1  .  
 
Діаметр ділильного кола гіперболоїдного колеса в горловому перетині 
54,5765908,922  Zmd t мм. Зовнішній діаметр гіперболоїдного колеса 
в горловому перерізі:  
 
ммmdd a 29,615,15,254,575,222  . 
 
Внутрішній діаметр гіперболоїдного колеса в горловому перерізі: 
 
ммmdd f 79,535,15,254,575,222  . 
 
Ширину гіперболоїдної основної поверхні знайдемо з умови 
загострення зубців на більшому торці однопорожнинного гіперболоїда. З 
умов міцності товщини зубців гіперболоїдної основної поверхні на їх 
вершинах не повинна бути менше допустимої величини. Зокрема, за 
рекомендацією І.І. Семенченка для евольвентних передач ця величина не 
повинна бути менше (0,3…0,4) m , де m– модуль зачеплення. Задачу про 
загострення покажемо на прикладі гіперболоїдного зубчастого колеса. У 
загальному випадку цю задачу вирішимо таким чином: задаємо 2z ; оскільки 
межі зміни   для обох сторін зубців гіперболоїдного колеса    і    
відомі, то з одержуваного при цьому рівняння 
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 coscossinsinsin 111112 zyxz  , 
 
яке приведене до наступного вигляду: 
 
constPfrPfz yx   coscossin),(sinsin]),([ 121112  (6.3) 
 
 
Профіль твірної поверхні: 
 
1 – евольвентної передачі 








Рис. 6.7. Інтерфейс інтерактивного синтезу передачі у середовищі «SA|AT» 
 
На рис. 6.7 наведено приклад інтерактивного синтезу. Крива 1 визначає 
286 
профіль твірної поверхні для виготовлення евольвентної передачі. За 
допомогою керуючих елементів ми змінюємо цей профіль і, одночасно, 
аналізуємо характер зміни відносної приведеної кривизни по всій робочій 
ділянці зубців передачі. 
З копії екрану монітора видно, що на голівці і ніжці зуба відносна 
приведена кривизна зменшується в кілька разів, що значно зменшує 
контактні напруження на цих ділянках. 
Для заданих   в межах робочих ділянок профілів зубців визначаємо 
)(1  . При одержуваних значеннях )(1   визначаємо 22 , yx  для профілів 
   та   . Змінюючи 2z  і повторюючи обчислення, отримуємо 
сукупність кривих, що визначають профіль гіперболоїдного колеса при 
різних значеннях 2z . При цьому для деякого значення 2z  одержувані криві, 
відповідні профілям    і   , перетнуться, в наслідок буде мати місце 
загострення зубців нарізуваного колеса. Далі, зменшуючи 2z , можна 
отримати таку ширину гіперболоїдного колеса, на торцях якого товщина 
зубців на їх вершинах буде не менше заданої величини. 
На практиці ширину гіперболоїдного колеса можна знайти таким 
чином. Отримавши гіперболоїдну заготовку певної ширини, нарізають на ній 
зубці за допомогою циліндричного інструментального колеса (рис. 6.8). При 
збільшеній ширині гіперболоїдної заготовки на більшому торці відбудеться 
загострення зубців (витків). 
Тоді виміром знаходять місце, де ширина зуба дорівнює 
рекомендованим вимогам. Загострену частину зубців гіперболоїдного колеса 
видаляють будь-яким технологічним способом. 
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Рис. 6.8. Фото нарізування зубців гіперболоїдного колеса на верстаті 
«Pfauter» 
 
На рис. 6. 9 зображені виготовлені гіперболоїдні зубчасті колеса [44]. 
 
 
Рис. 6.9. Фото гіперболоїдних зубчастих коліс 
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6.1.2. Виготовлення гіперболоїдних фрез 
Для перевірки результатів теоретичних досліджень була запропонована 
нова стратегія формоутворення гіперболоїдних зубчастих інструментів, 
захищена патентом [205]. 
На рис. 6.10, рис. 6.11 і рис. 6.12 показані процеси нарізання 
гіперболоїдного інструменту спеціально спрофільованим твірним колесом з 
раціональними геометричними параметрами. 
Розглянуто різні стратегії формоутворення і відпрацьовані технології 
виготовлення гіперболоїдних інструментів. 
Встановлено, що кут схрещування гіперболоїдного інструменту з 










Рис. 6.11. Нарізування витків при радіальній подачі Sr 
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Рис. 6.12. Комбінований метод механічного оброблення 
 
Для того, щоб перетворити гіперболоїдну заготовку з нарізаними 




Рис. 6.13. Фрезерування стружкових канавок 
 
На рис. 6.14 і рис. 6.15 наведені різні конструкції виготовлених 








Рис. 6.14. Гіперболоїдна фреза (а) і довбач (б) 
 
Практично, було підтверджено, що такий інструмент не вимагає 
затилування, що знижує собівартість його виготовлення до 70%. Крім того, 
використання багатозахідних гіперболоїдних фрез замість черв'ячних 
дозволяє підвищити продуктивність нарізування зубців до 30%. 
 
 
Рис. 6.15. Фото гіперболоїдних фрез для нарізування циліндричних зубчастих 
коліс 
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6.1.3. Особливості виготовлення зуборізних довбачів 
На практиці величезна кількість зубців зубчастих коліс нарізується за 
допомогою зуборізних довбачів [49]. Цей досить продуктивний спосіб 
нарізування зубців застосовується, перш за все, через конструктивні 
параметри деталі, тому що іншими методами нарізати на них зубці 
неможливо. 
При виготовленні зуборізних довбачів найбільш складним є процес їх 
заточування по задніх поверхнях, який значною мірою змінює евольвентний 
профіль зуба на такому інструменті. Чим більше задні кути на довбачі, тим 
краще він утворює форму оброблюваної заготовки, проте дуже сильно 
відхиляє профіль нарізаного зуба від теоретичного. 
Відомі збірні довбачі, технологія виготовлення яких полягає в тому, що 
зубці довбача обробляють в технологічному пристрої, геометрія якого від-
різняється від геометрії збірного довбача. Крім того, такий інструмент 
вимагає якісного складання і налагодження, що в значній мірі залежить від 
кваліфікації робітників, якості та точності технологічного обладнання і 
оснащення. 
Останнім часом широко застосовуються зуборізні довбачі з похилою 
віссю [184]. В цьому випадку довбач не вимагає дорогої і трудомісткої 
операції затилування. Однак при цьому доводиться робити модернізацію 
зубодовбального верстата, а сам довбач необхідно виготовляти з 
неевольвентним профілем в нормальному перетині, для чого доводиться 
вводити певну корекцію в форму зуба. 
Для усунення цих недоліків була розроблена принципово нова схема 
формоутворення зуборізних інструментів в просторовому верстатному 
зачепленні. Зуборізний довбач базується на однопорожнинному гіперболоїді 
обертання. Однак береться не весь гіперболоїд, а тільки одна його частина – 
половина гіперболоїда. Витки такої основної інструментальної поверхні 
мають властивість ставати тоншими від торцевого перетину до горловини, 
що автоматично створює задні кути по бічній і зовнішній поверхні такого 
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інструменту. Це призводить до різкого скорочення трудомісткості і 
собівартості виготовлення інструменту, а також до значного підвищення його 
точності. Стійкість такого інструменту значно вище, він допускає велику 
кількість переточувань. Крім того, заточування цього інструменту по 
передній поверхні можливе під будь-яким кутом, що значною мірою 
покращує умови різання металу. Передня різальна кромка повністю за своєю 
формою збігається з основною інструментальною поверхнею. Ширина 
пропонованого інструменту за конструктивними параметрами така саме, як і 
у стандартних зуборізних інструментів. Схема такого інструменту 
представлена на рис. 6.16. 
 
Рис. 6.16. Гіперболоїдний зуборізний довбач 
 
Застосування запропонованого інструменту має недолік, який полягає в 
тому, що потрібна незначна модернізація зубодовбального верстату. Сама 
технологічна операція виготовлення зуба аналогічна технологічній операції 
при нарізанні зубців стандартними довбачем. 
При виготовленні зубчастих коліс інструментом, вісь якого 
схрещується з віссю оброблюваного зубчастого колеса, виникають значні за 
величиною швидкості ковзання зубців. Швидкість ковзання, в цьому 
випадку, є головним рухом різання. Отже, цей кінематичний показник має 
домінуючий вплив на процес різання. 
Відносну швидкість ковзання точки, жорстко пов’язаної з нарізаним 
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зубчастим колесом, щодо тієї ж точки контакту, жорстко пов’язаної з 





Тут: V1 – швидкість точки контакту на зубчастому виробі, який 
нарізується; 
       V2 – швидкість точки контакту на зуборізному довбачі. 
Після нескладних перетворень визначимо проекції відносної швидкості 
ковзання на декартові осі координат в такому вигляді: 
 
    1211211211
12
sincoscossincos1  AuuzuyVx  ; 
     1211211211
12 coscossinsincos1  AuuzurxVy  ; 
    AyrxuVz  111121




Остаточно формула відносної швидкісті ковзання може бути записана в 
такому виді: 
 



















Від того, як спрямована ця швидкість за профілем нарізуваного зуба 
залежить якість перебігу процесу різання. Якщо кут між відносною 
швидкістю ковзання і напрямком контактної лінії буде дорівнювати 0о то 
умови різання будуть найсприятливішими, і інструмент матиме оптимальну 
геометричну форму. Якщо кут між вектором відносної швидкісті ковзання і 
напрямком контактної лінії буде дорівнює 90о, то такий інструмент не буде 
нарізувати зуб, а буде його накочувати. В цьому випадку необхідно 
проектувати інструмент для обробки металів тиском. 
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У даній роботі кут між вектором відносної швидкості ковзання і 




       (6.6) 





,sin][ 121121  VV
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      (6.7) 
 
а знаменник цього виразу являє собою скалярний добуток цих векторів: 
 
 cos),( 121121 VV

 .     (6.8) 
 
Одиничний вектор дотичної до контактної лінії 1

 лежить в дотичній 
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  (6.10) 
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З урахуванням виразів (6.10) і (6.11) кут між вектором швидкості 































































   (6.12) 
 
Перетворимо останній вираз шляхом розкладання вектору 12V

 за двома 
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  (6.14) 
 
В цьому випадку умови різання будуть найсприятливішими, отже, саме 
на основі такої основної інструментальної поверхні необхідно конструювати 
зуборізний довбач. 
296 
Кут між вектором відносної швидкості ковзання і напрямком 
контактних ліній змінюється в широких межах в залежності від геометрії 
зуборізного довбача і геометрії нарізуваного зубчастого колеса. Аналіз цього 
геометричного показника дозволив визначити оптимальну геометрію 
зуборізних інструментів в залежності від конструкції нарізуваного 
зубчастого виробу. Зміна цього показника представлено на рис. 6.17. 
Зміна величини кута між вектором відносної швидкості ковзання і 
напрямком контактної лінії лежить в широких межах і може коливатися в 
межах від + 900 до - 900 в залежності від геометрії і кінематики процесу 
нарізування зубців. З графіків видно, що цей показник для одного і того ж 
інструмента коливається в широких межах і змінює свій напрямок. Так для 
зуборізного довбача з кількістю зубців z=18 відносним є кут схрещування 
осей виробу та інструменту 012  Для цього кута вибирається діаметр 
зуборізного довбача. Для інструменту з кількістю зубців z=14 оптимальний 
кут схрещування осей рівний 21о. Як в першому, так і в другому випадку 
досліджуваний геометричний показник змінює свій знак. 
Такий стан пояснюється зміною напрямку ковзання контактуючих 
поверхонь за профілем зуба. Для інструменту з числом зубців z=9 
оптимальним кутом схрещування осей є кут 320. При обробці зубців таким 
інструментом поздовжня подача не змінює свого напрямку за профілем зуба, 
що дуже важливо. В цьому випадку вирівнюються зусилля при обробці, а сам 
процес відбувається більш плавно. Аналіз розглянутих кутів при різній 
ширині гіперболоїдних інструментів показує, що вони практично однакові як 
для горлового, так і крайнього перетину однопорожнинного гіперболоїда. 
Завдяки дослідженню та аналізу кута між вектором швидкості ковзання і 
напрямком контактної лінії можна прогнозувати якість процесу нарізування 
зубців. Такий стан значною мірою скорочує обсяг експериментальних 





Рис. 6.17. Графік величини кута між вектором відносної швидкості ковзання і 
напрямком контактної лінії 
 
Після вибору правильної геометрії зуборізних довбачів на серійних 
зубофрезерних верстатах була виготовлена основна інструментальна 
поверхня. Передні кути на такому інструменті були виготовлені в лабораторії 
СНУ ім. В. Даля на вертикально фрезерному напівавтоматі за допомогою 
стандартної пальцевої фрези, як показано на рис. 6.18. Для цього була 
використана стандартна ділильна головка. 
Найбільш простою формою передньої поверхні спроектованого 
інструменту є площина. На практиці, якщо прийняти передню поверхню у 
вигляді паралельної до осі такого інструменту площини, то видно, що 
статичний передній кут на правій різальній кромці буде позитивним, а на 
лівій – негативним. З конструкції інструменту видно, що чим більшим є кут 
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нахилу зуба на вихідній інструментальній поверхні, тим більша різниця цих 
кутів, що призводить до значної відмінності сил різання по правій і лівій 
сторонах зуба. Отже, передня поверхня пропонованого інструменту не може 
бути загострена по площині перпендикулярній до осі. 
 
 
Рис. 6.18. Фото виготовлення передньої ріжучої грані зуборізного довбача 
 
В даному дослідженні передня поверхня проектованих довбачів буде 
перпендикулярна гвинтовій поверхні, а кут її нахилу буде дорівнювати куту 
підйому витка вихідної інструментальної поверхні при вимірюванні його на 
ділильному діаметрі самого вузького перетину інструменту. В цьому випадку 
виходять однакові за величиною статичні передні кути на бічних кромках 
інструмента. Кут нахилу передньої ріжучої кромки (передній кут) може бути 
будь–яким, залежить від матеріала інструмента і матеріала зубчастого 
колеса. Після термічної обробки передню поверхню на довбачі обробили на 
заточувальному верстаті. За допомогою запропонованої технології були 
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отримані гіперболоїдних довбачі з mn =1,5мм і кутом нахилу зуба від 70 до 
450. 
 
6.1.4. Технологічні особливості виготовлення гіперболоїдного 
інструмента для фінішноі обробки зубчастих коліс 
Основним завданням проектування інструменту, заснованого на схемах 
формоутворення 3-го класу для фінішного оброблення зубчастих коліс, є 
визначення профілю зовнішньої поверхні і профілю бічних витків цього 
інструменту [53]. 
Профіль бічної поверхні такого зуба являє собою криву лінію, описати 
яку можна за допомогою теорії зубчастих зачеплень. При визначенні 
профілю інструменту теорія зачеплення розглядає питання отримання 
поверхні зуба за допомогою спряженої поверхні, а на практиці утворення 
спряженої поверхні здійснюється методом обкочування, причому не 
поверхнями, а лініями, що являють собою різальні кромки інструмента. 
При визначенні профіля інструмента дослідники приймають низку 
припущень, які спотворюють теоретично коректний профіль [157]. В 
результаті виходить зачеплення циліндричного зубчастого колеса з 
евольвентним профілем зубців з черв’ячним шліфувальним кругом. Тому 
профілювання і виготовлення абразивного інструменту має здійснюватися в 
просторовому верстатному зачепленні, що дозволяє уникнути похибок 
профіля такого інструменту і максимально наблизитися до теоретичної форми. 
Для знаходження профіля гіперболоїдного інструмента для фінішної 
обробки зубчастих коліс в просторовому верстатному зачепленні необхідно 
осі шліфувального круга і оброблюваного зубчастого колеса повернути під 
певним кутом, привести в погоджене обертання і дати подачу зубчастому 
колесу вздовж своєї осі. В результаті таких рухів форма зовнішньої поверхні 
шліфувального круга виявляється у вигляді однопорожнинного гіперболоїда 
обертання, а профіль зубців такого інструмента розташовується в площині, 
перпендикулярній до твірної однопорожнинного гіперболоїда (рис. 6.19). 
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Рис. 6.19. Профілювання абразивного гіперболоїдного інструменту 
 
Такий інструмент дозволяє за допомогою методу обкочування 
формувати зубці циліндричних зубчастих коліс. Природно, така геометрія 
інструмента і кінематика процесу обробки дозволяє значно підвищити 
продуктивність обробки зубців зубчастих коліс, так як інструмент виходить 
багатозахідним. Схема оброблення зубчастих коліс за допомогою такого 
інструменту має вигляд (рис. 6.20). 
 
 
Рис. 6.20. Схема обробки зубців циліндричного зубчастого колеса 
 
Після гартування циліндричних зубчастих коліс необхідно усунути 
похибки і деформації, отримані зубцями колеса під час термічного обробки. 
В цьому випадку необхідно отримати стабільну і високу якість зуба, яка 
значною мірою залежить від якості абразивного інструменту та технології 
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обробки зубчастих коліс. 
У промисловості зубці коліс обробляють за допомогою методу обкочу-
вання, який є найточнішим і продуктивним методом обробки зубчастих 
коліс. При цьому зубчасте колесо зміщується в осьовому напрямку відносно 
циліндричного абразивного черв’яка для того, щоб бічні сторони зуба 
шліфувалися за всією шириною зубчастого колеса. Існуюча технологія 
дозволяє вести обробку зуба колеса за допомогою абразивного черв’яка, при 
якій між інструментом і колесом є точкове торкання, що знижує 
продуктивність обробки через термічні перевантаження на оброблюваному 
колесі. Крім того, профілювання черв’ячного шліфувального круга, як 
правило, здійснюється при плоскому верстатному зачепленні. 
В роботі розглядається шліфування зубців циліндричних зубчастих 
коліс за допомогою багатозахідних шліфувальних кругів на 
зубошліфувальних верстатах, що працюють за методом обкочування. При 
цьому виникає питання правки шліфувальних кругів. Цей процес може 
здійснюватися за допомогою різних методів. Так, наприклад, в масовому або 
великосерійному виробництві для викочування гіперболоїдних 
шліфувальних кругів виготовляється алмазний накатник, геометрія і профіль 
якого повністю відповідають геометрії і профілю циліндричного зубчастого 
колеса. Схема такої обробки показана на рис. 6.21,а. 
Для виправлення шліфувальних кругів в одиничному і дрібносерійному 
виробництві спосіб, представлений на рис. 6.21,а, не годиться, тому що має 
високу собівартість. Тому пропонуються методи, показані на рис. 6.21,б і 
рис. 6.21,в. За схемою (рис. 6.21,б) проводиться правка витків шліфувального 
круга. Виготовлюваний гіперболоїдний шліфувальний круг закріплюється на 
шпинделі верстата, який повертається на кут, що залежить від кількості 
зубців (витків кола), модуля і ділильного діаметра шліфувального круга в 
горловому перетині. Дисковий інструмент закріплюють на обертовому столі 
верстата таким чином, щоб він обертався навколо своєї осі, розташованої 
паралельно верхньої поверхні столу, а середня площина обертання дискового 
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інструменту проходить через діаметр столу верстата. При перерахованих 
вище рухах дисковий інструмент працює аналогічно різцю–летючці, за 
допомогою якого нарізають черв’яки і черв’ячні колеса. Змінюючи відстань 
дискового інструменту від осі столу верстата, можна за допомогою одного і 
того ж дискового інструменту профілювати гіперболоїдні шліфувальні круги 
різної геометрії. За схемою, представленою на рис. 6.21,в, профілюють 
зовнішню поверхню гіперболоїдних шліфувальних кругів. Змінюючи 
відстань різця–летючки від осі обертання столу верстата, отримують 





















Рис. 6.21. Схеми профілювання і виправлення абразивних шліфувальних 
кругів інструментами з алмазним покриттям: а – за допомогою інструменту, 
типу «зубчасте колесо»; б – за допомогою накатних роликів; 
в – за допомогою різців 
 
Так, за допомогою описаної вище технології виготовлення 
шліфувальних кругів для дрібносерійного виробництва, був виготовлений 
шліфувальний круг з такими параметрами: mn=1 мм., 2z =20 (кількість 
заходів шліфувального круга), dd =270 мм. – діаметр ділильного кола, 
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5140   – кут нахилу витка шліфувального круга. При цьому гітара поділу 
зубошліфувального верстата налаштовувалася за такою залежністю: 
k/z2/z1=48*27/100*25. Тут: k – характеристика верстату; z1=270 – кількість 
зубців оброблюваного колеса. 
Ширина шліфувального круга визначалася за такою залежністю: 
В=270.tg4015’=20 мм. За допомогою отриманого шліфувального круга були 
оброблені зубці циліндричних прямозубих зубчастих коліс з mn=1 мм і 
кількістю зубців 1z  =270. Схема обробки зубців за допомогою отриманого 





Рис. 6.22. Фото шліфування зубців (а) зубчастого колеса за допомогою 
гіперболоїдного кругу (б) 
 
6.1.5. Виготовлення та використання гіперболоїдних накатників 
Після накатки зубців існуючим в промисловості інструментом профіль 
їх бічних поверхонь значною мірою відрізняється від теоретичного [28], [59]. 
Основним недоліком традиційної накатки зубців є те, що на бічній поверхні 
накатаного зуба в області основного кола виникають дефекти. Так на одному 
боці зуба з’являється виступ, а на іншому – западина. Експериментом 
встановлено, що величина цього виступу для невеликих зубчастих коліс 
може сягати 0,3 мм. Цей виступ значною мірою спотворює профіль 
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накатаного зуба, який докорінно відрізняється від теоретичного. Тому для 
виправлення ситуації вводять додаткову технологічну операцію, таку як 
зубошліфування, яка виправляє цей дефект. Це значною мірою збільшує 
собівартість виготовлених зубців, але, найголовніше, видаляється зміцнений 
шар на поверхні зуба, що мінімізує ефект від накатки. 
Весь сучасний накатний інструмент виготовляється на базі 
циліндричного основного черв’яка, а інструмент, розглянутий в даному 
дослідженні, на базі гіперболоїдного основного черв’яка. Зубці на 
гіперболоїдному накатному інструменті вперше були нарізані за допомогою 
дискового інструменту на сучасному верстатному обладнанні з ЧПК. На 
такому обладнанні були виготовлені дрібномодульні накатники з mn = 1 мм та 
різною кількістю заходів. За допомогою таких накатників були накатані 
циліндричні прямозубі та косозубі зубчасті колеса з різною кількістю зубців. 
На наступному етапі дослідження визначалася якість зубців у накатаних 
зубчастих колесах. 
Для контролю якості обробленого зуба було використано сучасне 
сканувальне обладнання Roland MDX. На цьому обладнанні в роботі були 
піддані контролю дрібномодульні зубчасті колеса з модулем нормальним 
mn = 1 мм і різною кількістю зубців. Схема такого контролю представлена на 
рис. 6.23. 
Контроль профілю здійснюється за допомогою скануючої головки, 
оснащеної новітнім активним п’єзосенсором, що дозволяє сканувати об’єкти 
тонше за людську волосину передаючи найбільш докладні зміни форми. 
Програмне забезпечення для скануючої головки дозволяє як установка 
скануючої точки, так і можливість задавати як одну, так і декілька областей 
сканування. Оцифрований зуб накатаного зубчастого колеса зберігається у 
форматі PIX (хмара точок) і експортується в такі загальнодоступні формати, 
як: STL; DXГ; WRL; 3DMF; 3DS; IGS. 
При контролі поверхні зуба було вибрано роздільну здатність з кроком 
0,002 мм/крок. Швидкість переміщення скануючої головки уздовж осей X, Y 
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складала 0,150 мм/с, а вздовж осі Z – 0,130 мм/с. В результаті таких 
вимірювань були проаналізовані виміри 30-ти різних зубчастих коліс.  
На першому етапі дослідження були розглянуті зубчасті колеса з 
кількістю зубців z1=50 і 68, накатаних за допомогою стандартних 




б)       б) 
Рис. 6.23. Фото контролю профілю накатаного зуба (а) і поле допуску 
на похибку (б) 
 
Дослідження характеру спотворення профілю зуба показало, що на зубі 
явно видно хвилю пластично деформованого металу, а також западину 
вздовж його профілю, явно спотворюючих накатаний зуб. Характер 




а)               б) 
Рис. 6.24. Характер спотворення профілю зуба, накатаного стандартним 
накатним інструментом: 
а – за годинниковою стрілкою; б – в зворотному напрямку 
 
Далі в дослідженні був проведений контроль профіля 20-ти зубчастих 
коліс з mn=1мм; кількістю зубців z1=50, 68, 100, накатаних за допомогою 
гіперболоїдних накатників з кількістю зубців z2=17, 29. Дослідження 
профілю накатаних зубців показало відсутність хвилі пластично 
деформованого металу, а, отже, і спотворення профілю зуба. На зубі помітне 
незначне огранювання, обумовлене подачею накатного інструменту. 
Відхилення профілю накатаного зуба від теоретичного зменшилося в 4…6 
разів, що видно з рис. 6.25. 
Після вибору оптимального за конструкцією накатного інструменту і 
знаходження оптимального зусилля накатування було проведено 
дослідження впливу шорсткісті попередньо нарізаних зубців (вихідна 




Рис. 6.25. Характер спотворення профілю зуба, накатаного 
гіперболоїдним інструментом 
 
Для експерименту було обрано гіперболоїдний накатник з кількістю 
зубців z2=17, з діаметром ділильного кола dd=72,15мм. За допомогою цього 
інструменту було накатано 8 циліндричних зубчастих коліс з кількістю 
зубців z1=100, виготовлених зі сталі 45. Графіки показали, що незначне 
збільшення зусилля накатування дозволяє накатувати зубчасті колеса, зуб 
яких має однакову шорсткість, що дозволяє в широких межах змінювати 
якість попередньо нарізаних зубців. 
 




Далі в роботі було досліджено вплив зусилля накатування на 
шорсткість накатаного зуба, який наведене на рис. 6.27. 
Для накатування зубчастих коліс були обрані 24 зубчастих колеса с 
mn=1,5мм і кількістю зубців z1=100. Накатка проводилася за допомогою 3-х 
накатників з кількістю зубців z2=17, діаметри ділильних кіл яких в горловому 
перетині становили відповідно dd=72,15; 54,42; 37,5мм. Експериментальні 
дослідження дали можливість визначення коректного вибору геометрії 
накатного інструменту в залежності від необхідної шорсткості накатаного 
зуба. 
Вдалося спроектувати і виготовити на універсальному обладнанні з 
ЧПК гіперболоїдні накатники, у яких основна і твірна інструментальні 
поверхні збігаються. 
Дослідження профілю накатаних зубців показало незначне відхилення 
отриманої в результаті накатки евольвенти від теоретичної. Крім того, 
важливим результатом дослідження є те, що на накатаному зубі відсутня 




Рис. 6.27. Вплив зусилля накатування на шорсткість обробленого зуба 
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6.2. Практична реалізація на промислових підприємствах України 
Практичні результати дисертаційної роботи впроваджені у виробничий 
процес ДП «ЛОРТА» місто Львів в такому виді: 
1. Програмне забезпечення для синтезу та аналізу складних поверхонь, 
застосування якого для деталей спеціального призначення дозволило 
аналізувати їх зношування та вирішувати задачі формоутворення. 
Результатом використання даного програмного забезпечення стало 
скорочення витрат часу на технологічне проектування на 25%–30%. 
2. Методика інтерактивного синтезу та програмне забезпечення 
процесу формоутворення складних поверхонь з наступним візуальним 
аналізом їх геометричних та кінематичних показників, які характеризують 
властивості окремих поверхонь та виробу в цілому в потенційних умовах 
його експлуатації. 
Використання зазначених результатів дозволяє: підвищити якість 
технологічного проектування та ефективність роботи відділу головного 
технолога; підвищити продуктивність праці при операціях механічного 
оброблення в середньому на 12%. 
Матеріали та результати дисертаційної роботи використані в діяльності 
конструкторсько-технологічного відділу ТОВ «НДІ «Редуктор» місто Київ 
шляхом впровадження: 
1. Комп’ютерно-інтегрованої системи для автоматизації проектування 
планетарних мотор-редукторів 6МП-25 – 6МП-125, що призвело до 
скорочення строків розробки на 10%-15% з річним економічним ефектом 20 
тис. грн. 
2. Удосконалення зубообрублювального інструменту типу 
«однопорожниний гіперболоїд» для обробки зубчастих коліс дозволило 
знизити витрати на 8% з річним економічним ефектом 216 тис. грн. 
Сумарний економічний ефект від впровадження результатів 
дисертаційної роботи склав 236 тис. грн. 
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6.3. Практична реалізація в навчальному процесі 
Результати дисертаційної роботи впроваджені в навчальний процес 
кафедри інтегрованих технологій машинобудування Київського 
політехнічного інституту ім. Ігоря Сікорського при підготовці фахівців 
освітньо-кваліфікаційного рівня «магістр» за спеціальністю «133 – галузеве 
машинобудування», а саме, створені нові розділи для дисципліни «Теорія 
формоутворення спеціальних поверхонь», розроблено новий розділ 
«Комп’ютерна інтеграція систем та процесів формоутворення складних 
поверхонь», для дисципліни «Інструментальне та технологічне забезпечення 
процесів формоутворення» розроблено новий розділ «Підвищення 
ефективності процесу формоутворення на основі синтезу теорії поверхонь та 
теорії формоутворення». 
Матеріали та результати дисертаційної роботи впроваджені у 
навчальний процес Східноукраїнського національного університету ім. 
Володимира Даля при підготовці фахівців освітньо-кваліфікаційного рівня 
«бакалавр» за спеціальністю «131 – прикладна механіка» і використовуються 
при викладанні дисципліни «Технологія обробки типових деталей і 
складання машин», зокрема при проведенні практичних занять 
використовуються методика та програмне забезпечення інтерактивного 
синтезу складних поверхонь. 
 
Висновки до розділу 6 
1. За допомогою розробленого в роботі математичного, методичного, 
алгоритмічного і програмного забезпечення були спроектовані і виготовлені 
шевронні, гвинтові та гіперболоїдні зубчасті колеса, а також, спрофільовані 
та виготовлені гіперболоїдні інструменти для механічної обробки 
циліндричних зубчастих коліс. 
2. Нове програмне забезпечення для аналізу і синтезу функціональних 
поверхонь, використане для проектування деталей спеціального призначення, 
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дозволило скоротити витрати нормо–годин на технологічне проектування на 
25-30%, підвищити якість технологічного проектування та ефективність 
роботи технологів, підвищити продуктивність роботи при механічному 
обробленні деталей зі складною функціональної поверхнею в середньому на 
12%. 
3. Впровадження комп’ютерно-інтегрованої системи для автоматизації 
проектування планетарних мотор-редукторів 6МП-25 – 6МП-125 призвело до 
скорочення строків розробки на 10%-15% з річним економічним ефектом 20 
тис. грн. 
4. Удосконалення зубообрублювального інструменту типу 
«однопорожниний гіперболоід» для оброблення зубчастих коліс дозволило 
знизити витрати на 8% з річним економічним ефектом 216 тис. грн. 
Сумарний економічний ефект від впровадження результатів 
дисертаційної роботи склав 236 тис. грн. 
На способи формоутворення зубчастих коліс, зубчасті передачі та 
зуборізний інструмент отримані патенти [199], [200], [201], [205] (додаток Г). 
Матеріали розділу опубліковані в наступних роботах: [28], [44], [49], 
[52], [53], [54], [57], [58], [59]. 
Акти впровадження результатів роботи на промислових підприємствах 
і в навчальному процесі наведені в додатку Д. 
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ВИСНОВКИ 
У дисертаційній роботі в результаті комплексних досліджень процесу 
формоутворення зубчастих коліс в частині інтерактивного керування 
формою поверхні, параметризації функції формоутворення для різних 
кінематичних схем, аналізу геометричних та кінематичних показників як 
процесу формоутворення, так і взаємодії зубців зубчастих коліс, реалізована 
комп’ютерно-інтегрована система забезпечення формоутворення зубчастих 
коліс, в основу якої покладено уніфіковані керуючі параметри системи 
формоутворення, її елементів, якісних показників, що забезпечує можливість 
розробки автоматизованих систем забезпечення формоутворення зубчастих 
коліс та їх інтеграцію в системи автоматизованого проектування, 
виробництва, аналізу та контролю. 
Основні наукові та практичні результати роботи полягають в 
наступному: 
1. Аналіз стану та перспектив розвитку теорії формоутворення 
зубчастих коліс при механічній обробці показав, що на сучасному етапі 
розвитку комп’ютерних технологій на основі синтезу теорії формоутворення, 
теорії зубчастих зачеплень і теорії поверхонь існують потреби і умови 
створення високоефективних систем формоутворення зубчастих коліс, що 
дозволяють значно прискорити процес проектування зубчастих коліс, 
знизити матеріальні та часові витрати за умови забезпечення якості. 
2. Реалізація на єдиній математичній базі та уніфікованих керуючих 
параметрах комп’ютерно-інтегрованої системи забезпечення 
формоутворення зубчастих коліс дозволила автоматизувати процес 
формоутворення та інтерактивне керування всіма елементами системи 
формоутворення з одночасним аналізом його ефективності. 
3. Математичний опис поверхні, приведений до універсального виду на 
базі уніфікованих керуючих параметрів, забезпечує апроксимацію точкового 
подання цих поверхонь сплайновими поверхнями і створює основу для 
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використання єдиних методичного, алгоритмічного і програмного 
забезпечення автоматизації процесу формоутворення, що в сукупності 
забезпечило як підвищення точності опису та виготовлення функціональних 
поверхонь зубчастих коліс і зубообробного інструменту, так і підвищення 
ефективності технології виготовлення та контролю. 
4. Інтерактивне керування формоутворенням зубчастих коліс в 
залежності від поставлених завдань можна здійснювати двома способами: 
шляхом перетворення простору разом з вихідною кривою, що описує профіль 
або функціональну поверхню; шляхом зміни внутрішніх параметрів, що 
визначають профіль зубчастих коліс. 
5. Для узагальнення математичного опису функції формоутворення 
доцільно використовувати матричне подання, яке дозволяє переходити від 
одного класу схеми формоутворення до іншого в інтерактивному режимі. 
6. Отримані математичні залежності функції формоутворення стосовно 
часткових випадків кінематичних схем формоутворення 3-го класу, зокрема 
кочення з ковзанням гіперболоїда по циліндру і кочення з ковзанням 
гіперболоїда по твірній прямій, використання яких створило основу 
удосконалення інструментів типу «однопорожнинний гіперболоїд». 
7. Використання геометричних та кінематичних показників, які 
функціонально залежні від єдиних уніфікованих керуючих параметрів для 
оцінювання процесу формоутворення та якісних параметрів зубчастих коліс 
дозволило оцінювати процес безпосередньо під час інтерактивного аналізу 
формоутворення зубчастих коліс. 
8. Використання єдиних уніфікованих параметрів системи 
формоутворення дозволяє інтегрувати систему формоутворення, що включає 
попередню оцінку геометрії та кінематики процесу формоутворення, в 
автоматизовані системи проектування, виробництва, аналізу та контролю. 
9. Методичне, алгоритмічне і програмне забезпечення для 
інтерактивного керування формоутворенням поверхонь, уніфікації керуючих 
параметрів, визначення контактних точок, синтезу і оптимізації складних 
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поверхонь зубчастих коліс і зубооброблювальних інструментів, засновані на 
отриманих в роботі математичних залежностях, дозволили розробити 
комп’ютерно-інтегровану систему забезпечення формоутворення зубчастих 
коліс з можливістю автоматизованого проектування та інтерактивного 
керування. 
10. Нове програмне забезпечення для аналізу та синтезу складних 
поверхонь, використане для проектування деталей спеціального призначення, 
дозволило скоротити витрати часу на технологічне проектування на 25-30%, 
кількість помилок на етапі технологічного проектування, підвищити 
ефективність роботи технологів і продуктивність механічного оброблення 
деталей зі складною поверхнею в середньому на 12%. 
11. Використання комп’ютерно-інтегрованої системи в ТОВ НДІ 
«Редуктор» для автоматизації проектування планетарних мотор-редукторів 
6МП-25 – 6МП-125 призвело до скорочення строків розробки на 10%-15% з 
річним економічним ефектом 20 тис. грн., а удосконаленого 
зубооброблю¬вального інструменту типу «однопорожнинний гіперболоїд» 
для оброблення зубчастих коліс дозволило знизити витрати на інструмент на 
8% з річним економічним ефектом 216 тис. грн. Сумарний економічний 
ефект від впровадження склав 236 тис. грн. 
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Продовж. табл. А.1 
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Опис програмного забезпечення «SAlAT» [24] 
 
Рис. Б.1. Блок-схема програмного забезпечення «SAlAT» 
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Інтерфейс системи складається з таких елементів (рис. Б.2): 
– робочого вікна, в якому здійснюється зміна форми кривої за 
допомогою керуючих точок; 
– інструментальної панелі з діалоговими вікнами, які слугують як для 
відображення поточної інформації, так і для керування синтезом; 
– вікна з графіками геометричних та кінематичних показників, які 





























Рис.Б.2. Інтерфейс системи: 
а) швидкість ковзання робочих поверхонь; б) сумарна швидкість 
переміщення точок контакту; в-г) коефіцієнти питомих ковзань шестерні і 
колеса; д) зведена кривзина поверхонь зубців 
 
Інструментальна панель з діалоговими вікнами складається з таких 
функціональних зон: 
Зона параметрів зубчастої передачі (рис. Б.3), яка слугує для 
відображення і зміни кількості зубів передач Z1 і Z2, модуля m (мм), 
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передаточного числа U, кутової швидкості ведучого колеса )(
1сек . 
 
Рис. Б.3. Зона параметрів зубчастої передачі 
 
Зона координат керуючих точок (рис. Б.4), яка слугує для відображення 
поточних значень координат керуючих точок і, при необхідності, введення їх 
значень з клавіатури. При включенні опції «Асиметрія» дополюсною 
ділянкою кривої можна керувати незалежно від заполюсної. 
 
Рис. Б.4. Зона координат керуючих точок 
 
Зона керування прообразом (рис. Б.5), яка слугує для введення 
поточних значень координат кривої, як нового прообразу, а також для зміни 
місцями образу кривої і її прообразу. 
 
Рис. Б.5. Зона керування прообразом 
 
Зона керування зображенням в робочому полі (рис. Б.6), яка слугує для 
масштабування і переміщення зображенням кривої. Переміщення можна 
здійснювати також за допомогою правої кнопки миші, а масштабування за 
допомогою коліщатка на мишці. 
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Рис. Б.6. Зона керування зображенням в робочому полі 
 
Зона включення/вимикання допоміжних ліній, відображення прообразу 
і управління товщиною ліній відтворення (рис. Б.7).  
 
Рис. Б.7. Зона включення/вимикання допоміжних ліній 
 
Зона включення/вимикання графіків геометричних та кінематичних 
показників (рис. Б.8). 
 
Рис. Б.8. Зона включення/вимикання графіків геометричних та кінематичних 
показників 
 
Зона включення/вимикання видимості ліній робочих ділянок зубців 
шестерні і колеса, а також видимості лінії зачеплення (рис. Б.9). 
 
Рис. Б.9. Зона включення/вимикання видимості ліній 
 
Можливі два варіанти керування формою кривої, яка описує твірну 
поверхню. Перший варіант, коли в якості прообразу обрана довільна крива 
для даних параметрів зубчастих передач. Переміщаючи за допомогою 
курсору керуючі точки, підбираються такі геометричні та кінематичні 
показники, які найбільш повно відповідають технічним вимогам, що 
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Рис. Б.10. Зміна положення керуючих точок за допомогою курсору миші 
 
Другий варіант синтезу використовується, коли необхідно поліпшити 
показники вже існуючого контуру твірної поверхні. У цьому випадку в якості 
прообразу вибирається крива, яка апроксимує відомий контур твірної 
поверхні. Далі, за допомогою керуючих точок, здійснюється порівняльний 








Швидкість ковзання робочих 
поверхонь 
Зведена кривина  
 
Рис. Б.11. Порівняльний аналіз геометричних та кінематичних показників
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(запропоновано методику здійснення геометричної модифікації твірної 
поверхні з використанням кривих Безьє третього порядку).  
8. Воронцов Б.С. Допоміжні ділянки вихідного контуру зубчастих 
коліс / Б.С. Воронцов, І.А. Бочарова // Геометричне та комп’ютерне 
моделювання. – Харків: ХДУХТ, 2005. – Вип.13. – С. 179 – 185. (отримані 
математичні залежності, які дозволяють забезпечити автоматичну побудову 
допоміжних ділянок вихідного контуру зубчастих коліс). 
9. Бочарова И.А. Зуботочение цилиндрических зубчатых колес с 
эвольвентным профилем / И.А. Бочарова, В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, 
И.А. Кириченко, В.Н. Пилипенко // Прогресивні технології і системи 
машинобудування: міжн. зб. наук. праць. – Донецьк: ДонНТУ, 2005. – Вип. 
30. – С.32 – 36. (отримано комп'ютерні моделі інструментів, задні поверхні 
яких не мають затилування).  
10. Воронцов Б.С. Интерактивное управление синтезом зубчатых 
передач / Б.С. Воронцов // Вестник национального технического 
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университета «ХПИ»: сб. науч. трудов. Тематический выпуск «Проблемы 
механического привода». – Харьков: НТУ «ХПИ», 2005. – №40. – С. 182 – 
187.  
11. Воронцов Б.С. Компьютерное управление геометрией зубьев 
зубчатых колес и зуборезных инструментов / Б.С. Воронцов, И.А. Бочарова // 
Збірник наукових праць Київського національного університету технологій 
та дизайну: міжвід. наук.– техн. збірник. – К.: ДОП КНУТД, 2005. – С.184 – 
189. (отримано аналітичні залежності, що описують твірну поверхню і 
визначають відповідні їй геометро-кінематичні показники).  
12. Воронцов Б.С. Производящая поверхность реечного типа с 
изменяемой продольной формой зуба / Б.С. Воронцов, Т.Н. Чаплинская // 
Системні технології: Регіональний міжвуз. зб. наук. праць. – 
Дніпропетровськ, 2006. – Вип. 2 (43). – С.53 – 56. (розроблено комп'ютерну 
програму, що дозволяє управляти поздовжньої лінією зубців при синтезі 
циліндричних передач з арковими і двоопукло-увігнутими зубцями). 
13. Воронцов Б.С. Гиперболоидные инструменты для изготовления 
цилиндрических колес с произвольным профилем зуба / Б.С.Воронцов // 
Надійність інструменту та оптимізація технологічних систем: зб. наук. праць. 
– Краматорськ: ДДМА, 2006. – Вип. 19. – С.76 – 81. 
14. Воронцов Б.С. Взаємообвідні поверхні циліндричних передач з 
круговою лінією зубців / Б.С. Воронцов, Т.М. Чаплинська // Прикладна 
геометрія та інженерна графіка: праці Таврійської державної агротехнічної 
академії. – Мелітополь: ТДАТА, 2006. – Вип. 4, т. 33. – С. 130 –  135. 
(розроблено математичний апарат і комп’ютерну програму для зміни 
поздовжньої форми зубців за допомогою керуючих елементів). 
15. Воронцов Б.С. Гиперболоидные передачи с управляемым 
исходным контуром производящего колеса / Б.С. Воронцов // Вісник 
Національного Технічного університету «ХПІ»: зб. наук. праць. Тематичний 
випуск «Проблеми механічного приводу». – Харків: НТУ «ХПІ», 2006 – №22. 
– С. 56 – 60.  
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16. Воронцов Б.С. Визуальный динамический синтез сопряженных 
поверхностей / Б.С. Воронцов // Геометричне та комп’ютерне моделювання. 
– Харків: ХДУХТ, 2006. – Вип.15.– С. 107– 113. 
17. Витренко В.А. Технологические особенности изготовления 
гиперболоидного инструмента для финишной обработки зубчатых колес / 
В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, И.А. Кириченко, А.В. Лейба, В.Н. Пилипенко 
// Прогресивні технології і системи машинобудування: міжн. зб. наук. праць. 
– Донецьк: ДонНТУ, 2006. – Вип. 32. – С.64 – 68. (отримано профіль 
гіперболоїдного багатозахідного шліфувального круга, що описується за 
допомогою циліндричного зубчастого колеса в просторовому верстатному 
зачепленні). 
18. Воронцов Б.С. Профилирование зубьев производящего колеса на 
основе геометрических преобразований / Б.С.Воронцов // Вісник 
Східноукраїнського національного університету ім. В.Даля.– Луганськ: СНУ 
ім. В.Даля, 2006. – №3 (97). – С. 31 – 36.  
19. Воронцов Б.С. Компьютерное формообразование твердотельных 
моделей гиперболоидных инструментов / Б.С. Воронцов // Надійність 
інструменту та оптимізація технологічних систем: зб. наук. праць. – 
Краматорськ: ДДМА, 2007. – Вип. 21. – С.298 – 302. 
20. Воронцов Б.С. Особенности твердотельного компьютерного 
моделирования гиперболоидных передач / Б.С. Воронцов // Вісник 
Національного Технічного університету «ХПІ»: зб. наук. праць. Тематичний 
випуск «Проблеми механічного приводу». – Харків: НТУ «ХПІ», 2007. – 
№21. – С. 249 – 254. 
21. Витренко В.А. Технологические особенности проектирования и 
изготовления гиперболоидных колес / В.А. Витренко, Б.С. Воронцов // 
Прогресивні технології і системи машинобудування: міжнар. зб. наук. праць. 
– Донецьк: ДонНТУ, 2007. – Вип. 34. – С.47 – 53. (отримано конструктивні 
параметри гіперболоїдних коліс і спроектованих на їх базі інструментів). 
22. Воронцов Б.С. Автоматизированная система синтеза передач 
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зацеплением / Б.С. Воронцов, Д.А. Чаплинский, А.В. Витренко // Надійність 
інструменту та оптимізація технологічних систем: зб. наук. праць. – 
Краматорськ: ДДМА, 2008. – Вип. 23. – С.133 – 138. (розроблено програмне 
забезпечення, яке дозволяє здійснювати апроксимацію таблично 
представлених кривих, що описують вихідні контури). 
23. Воронцов Б.С. Унификация геометрии рабочих поверхностей 
зубьев при синтезе передач зацеплением / Б.С.Воронцов, И.А.Бочарова, 
Д.А.Чаплинский // Вісник Національного Технічного університету «ХПІ»: зб. 
наук. праць. Тематичний випуск «Проблеми механічного приводу». – Харків: 
НТУ «ХПІ», 2008. – №29. – С. 24 – 28. (виконано аналіз комп'ютерно-
графічного і аналітичного способів апроксимації таблично представлених 
профілів кривими Безьє третього порядку). 
24. Воронцов Б.С. Единая информационная модель конструкторских 
и технологических систем автоматизированного проектирования / 
Б.С. Воронцов, Л.И. Жукова, Д.А. Чаплинский // Ресурсозберігаючі 
технології виробництва та обробки тиском матеріалів у машинобудуванні: зб. 
наук. праць. – Луганськ: СНУ ім. В.Даля, 2008. – С.139 – 142. 
(проаналізовано можливості сучасних систем автоматизованого 
проектування при моделюванні складних поверхонь деталей). 
25. Воронцов Б.С. Повышение эффективности единичного 
производства сложнопрофильных зубчатых колес / Б.С. Воронцов, 
И.А. Бочарова, В.А. Витренко, С.Б. Воронцов // Надійність інструменту та 
оптимізація технологічних систем: зб. наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 
2009. – Вип. 24. – С. 227 – 231. (запропоновано спосіб отримання, аналізу та 
вдосконалення твердотільних комп'ютерних моделей деталей зі складною 
геометрією). 
26. Воронцов Б.С. Синтез и изготовление сложнопрофильных 
зубчатых колес / Б.С. Воронцов, И.А. Бочарова, Д.А. Чаплинский // Вісник 
Національного Технічного університету «ХПІ»: зб. наук. праць. Тематичний 
випуск «Проблеми механічного приводу». – Харків: НТУ «ХПІ», 2009. – 
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№20. – С. 54 – 59. (розроблено програмне забезпечення для синтезу 
складнопрофільних зубчастих коліс з поліпшеними експлуатаційними 
властивостями). 
27. Бочарова И.А. Накатка зубьев цилиндрических колес методом 
ПДУ / И.А. Бочарова, О.С. Витренко, Б.С. Воронцов, И.А. Кириченко // 
Вестник двигателестроения: научно– технич. журнал. – Запорожье: ОАО 
«Мотор Сич», 2009. – №2. – С. 102 – 105. (отримано оптимальні параметри 
накатного інструменту і визначена його конструкція). 
28. Бочарова И.А. Особенности формообразования зубчатых колес 
для гиперболоидных передач / И.А. Бочарова, А.В. Витренко, 
Б.С. Воронцов// Надійність інструменту та оптимізація технологічних систем 
: зб. наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 2010. – Вип. 26. – С. 50 – 53. 
(розроблено алгоритм поверхневого і твердотільного комп'ютерного 
моделювання передач з осями, що схрещуються). 
29. Воронцов Б.С. Математическое обеспечение интерактивного 
синтеза передач зацеплением / Б.С. Воронцов // Вісник Національного 
Технічного університету «ХПІ»: зб. наук. праць. Тематичний випуск 
«Проблеми механічного приводу». – Харків: НТУ «ХПІ», 2010. – №27. – 
С. 49 – 54. 
30. Воронцов Б. С. Анализ условий контактирования 
гиперболоидного инструмента и изготавливаемого колеса в системе 
PowerSHEPE / Б.С. Воронцов // Надійність інструменту та оптимізація 
технологічних систем: зб. наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 2011. – 
Вип. 28. – С. 291 – 298.  
31. Витренко В.А. Поверхностное моделирование гиперболоидных 
инструментов в сиситеме PowerSHAPE / В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, 
С.Г. Кириченко // Вісник Національного Технічного університету "ХПІ": зб. 
наук. праць. Тематичний випуск «Проблеми механічного приводу». – Харків: 
НТУ «ХПІ», 2011. – №29. – С. 30 – 35. (розроблено алгоритм і методику 
поверхневого моделювання зубців гіперболоїдна інструменту). 
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32. Витренко В.А. Формообразование зубьев многозаходных 
зубообрабатывающих инструментов / В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, М.Н. 
Кузнецова, В.В. Черноволов // Вісник Національного університету 
«Львівська політехніка». Оптимізація виробничих процесів і технічний 
контроль у машинобудуванні та приладобудуванні. – Львів: Львівська 
політехніка, 2011. – Вип. 713. – С.3 – 6. (розроблено принципово нову схему 
формоутворення гіперболоїдних зуборізних фрез і долбяків). 
33. Витренко О.С. Исследование процесса формообразования 
гиперболоидных зубчатых колес при помощи инструментального зубчатого 
колеса / О.С. Витренко, И.А. Кириченко, Б.С. Воронцов // Надійність 
інструменту та оптимізація технологічних систем: зб. наук. праць. – 
Краматорськ: ДДМА, 2012. – Вип. 30. – С. 188 – 194. (розроблено ряд нових 
схем формоутворення гіперболоїдних зубчастих коліс з різним кутом нахилу 
зубців і збільшеним коефіцієнтом перекриття). 
34. Воронцов Б.С. Использование унифицированных параметров при 
автоматизации проектирования зубчатых передач / Б.С. Воронцов // Вісник 
Національного університету «Львівська політехніка». Оптимізація 
виробничих процесів і технічний контроль у машинобудуванні та 
приладобудуванні. – Львів: Львівська політехніка, 2012. – Вип. 746. – С.180 – 
185. 
35. Витренко О.С. Накатка зубьев зубчатых колес при помощи 
гиперболоидных накатников / О.С. Витренко, В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, 
И.А. Кириченко // Надійність інструменту та оптимізація технологічних 
систем: зб. наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 2013. – Вип. 32. – С. 203 – 
208. (проведено дослідження профілю зубців, які отримані за допомогою 
гіперболоїдних накатників). 
36. Вітренко В.О. Профілювання зубооброблювального обкатного 
інструменту / В.О. Вітренко, Б.С. Воронцов, І.А.Бочарова // Вісник 
Національного університету «Львівська політехніка». Оптимізація 
виробничих процесів і технічний контроль у машинобудуванні та 
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приладобудуванні. – Львів: Львівська політехніка, 2014. – Вип. 772. – С.56 – 
59. (отримані у теоретичному вигляді та обґрунтовані гіперболоїдні обкатні 
інструменти, які одержані за допомогою інструментальної поверхні, що 
повністю співпадає з поверхнею формоутворюючого зубчастого колеса). 
37. Воронцов Б. С. Компьютерная интеграция систем и процессов 
формообразования при механической обработке / Б.С. Воронцов, В.А. 
Пасечник // Надійність інструменту та оптимізація технологічних систем: зб. 
наук. праць. – Краматорськ: ДДМА, 2017. – Вип. 40. – С. 17 – 23. (розроблено 
принципово нові принципи комп’ютерної інтеграції систем формоутворення 
зубчастих коліс) 
38. Vitrenko V.A. Rolling of teeth of cylindrical teeth– wheels / 
V.A. Vitrenko, B.S. Vorontsov, I.A Kirichenko // Les technologies modernes de 
l’industrie mecanique et les problemes de la formation des cadres d’ingenieurs. – 
Mahdia (Tunisie) UNTD, 2008. – P. 77 – 80. (отримано математичні залежності 
для моделювання та аналізу накатного інструменту) (іноземне видання). 
39. Воронцов Б.С. Современные проблемы оптимизации передач со 
скрещивающимися осями / Б.С. Воронцов, И.А. Бочарова, А.Б. Воронцов // 
Вестник СевНТУ: сб. науч. трудов. Серия: Машиноприборостроение и 
транспорт. – Севастополь: СевНТУ, 2010. – Вып.107. – С. 41 – 44. 
(розроблено математичне забезпечення та запропонована методика синтезу 
передач з осями, що схрещуються) (індексується в міжнародних базах даних: 
РІНЦ (eLIBRARY.RU), Urlich’s Periodicals, ВІНІТІ РАН). 
40. Витренко В.А. Особенности изготовления зуборезных долбяков / 
В.А. Витренко, Б.С. Воронцов, М.Н. Кузнецова // Вісник СевНТУ: зб. наук. 
праць. Серія: Машиноприладобудування та транспорт. – Севастополь: 
СевНТУ, 2011. - Вып.117. – С. 27 – 31. (запропоновано нову геометрія 
зуборізних долбяків, основна інструментальна поверхня яких базується на 
тілі типу «однополостний гіперболоїд») (індексується в міжнародних базах 
даних: РІНЦ (eLIBRARY.RU), Urlich’s Periodicals, ВІНІТІ РАН).  
41. Воронцов Б.С. Совершенствование кинематических схем 
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формообразования зубообрабатывающего инструмента / Б.С. Воронцов, 
В.А. Витренко, М.Н. Кузнецова // Вісник СевНТУ: зб. наук. праць. Серія: 
Машиноприладобудування та транспорт. – Севастополь: СевНТУ, 2012. – 
Вып.129. – С. 40 – 45. (зроблено аналіз четвертого типу кінематичної схеми 
формоутворення третього класу, в основі якого лежить взаємодія оксоідов 
циліндра і тіла, типу «однополостний гіперболоїд») (індексується в 
міжнародних базах даних: РІНЦ (eLIBRARY.RU), Urlich’s Periodicals, ВІНІТІ 
РАН). 
42. Витренко О.С. Вопросы формообразования зубьев на 
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